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内 容 简介 


本 书 根据 F. W. 瓦 内 尔 所 著 Foundations of Differentiable Manifolds 
and Lie Groups(Springer 出 版 社 1983 年 版 ) 一 书 译 出 . 

本 书 特色 鲜明 、 选 材 精 练 、 论 述 精辟 . 全 书 共 分 6 章 ， 其 核心 材料 主 
要 包含 在 第 1, 2, 4 章 中 , 包括 微分 流 形 、 微 分 形式 、 流 形 上 的 积分 以 及 
de Rham 上 同调 等 . 第 3 章 则 比较 系统 地 论述 了 Lie 群 论 的 基本 内 容 . 第 
5 章 论述 de Rham 定理 并 为 此 发 展 了 公理 化 层 上 同调 论 . 第 6 章 论述 
Hodge 定理 并 以 Fourier 级 数 为 基本 工具 给 出 了 椭圆 算 子 局 部 理论 的 完整 
论述 . 这 在 一 般 参 考 书 中 是 不 容易 找到 的 . 

本 书 可 作为 数学 、 应 用 数学 等 专业 低 年 级 研究 生 及 高 年 级 本 科 生 的 教 
材 和 参考 书 . 也 可 供 物理 及 相关 专业 人 员 参 考 . 
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译 者 的 话 


本 书 根据 F.W. 瓦 内 尔 的 _ Foundations of Differentiable Manifolds and Lie 
Groups (Springer 出 版 社 1983 年 版 ) 一 书 译 出 . 

我 们 知道 ,微分 流 形 是 现代 微分 几何 和 微分 拓扑 的 共同 基础 和 主要 研究 对 象 ， 
并 与 众多 的 现代 数学 分 支 密切 相关 . 因此 流 形 在 整个 数学 中 的 地 位 越 来 越 突出 . 
正如 数学 大 师 陈省身 先生 所 指出 的 那样 , “将 来 数学 研究 的 对 象 ,必然 是 流 形 ; 传 
统 的 实数 或 复数 空间 只 是 局 部 的 情形 (虽然 在 许多 情况 下 , 它 会 是 最 重要 的 情形 )” 
( 见 陈省身 等 《微分 几何 讲义 》 北 京 大 学 出 版 社 ，1983). 正 因 如 此 , 现在 国内 越 来 
越 多 的 大 学 也 纷纷 为 数学 、 应 用 数学 等 专业 的 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 开设 与 流 形 
相关 的 课程 . 为 适应 这 方面 的 急需 ,北京 大 学 陈 维 桓 教授 编写 了 《微分 流 形 初步 》 
(高 等 教育 出 版 社 ) 一 书 ， 很 受 欢 迎 . 但 是 从 总 体 上 说 ， 目 前 这 方面 的 教材 和 参 
考 书 还 是 很 少 . 为 满足 这 方面 的 需要 ， 受 科学 出 版 社 的 委托 , 将 Foundations of 
Differentiable Manifolds and Lie Groups 一 书 译 出 . 愿 它 能 为 促进 该 领域 的 教学 
与 研究 发 挥 积极 作用 . 

值得 一 提 的 是 ，F.W. 瓦 内 尔 的 Foundations of Differentiable Manifolds and 
Lie Groups 一 书 是 这 方面 的 经 典 名 著 . 许多 教材 和 专著 均 将 它 作 为 主要 参考 文 
献 , 现 将 常见 的 列举 几 本 如 下 : 白 正 国 等 的 《 黎 曼 几何 初步 》、 徐 森林 等 的 《微分 
几何 》、 黄 正中 的 《微分 几何 导 引 》、 陈 维 桓 的 《微分 流 形 初步 》、 张 贷 生 的 《 微 
分 拓扑 新 讲 》、 孟 道 台 等 的 《 李 群 》 等 . 由 此 可 见 一 斑 . 

特别 值得 一 提 的 是 ， 本 书 特色 鲜明 、 取 材 精 练 、 论 述 精辟 . 它 从 微分 流 形 的 
基本 概念 讲 起 ， 以 二 百 多 页 的 篇 幅 一 直 讲 到 de Rham 定理 和 Hodge 定理 的 完整 
证 明 ， 这 在 同类 书 中 是 少见 的 . 从 日 常生 活 中 我 们 知道 ， 衡 量 一 个 人 美 不 美 的 重 
要 标准 是 身材 匀称 、 胖 瘦 适 中 , 若 以 这 种 眼光 审视 本 书 ， 它 就 恰似 一 个 丰满 适度 、 
亭亭玉立 的 少女 ， 并 且 将 在 人 们 的 心目 中 永 葆 靓丽 青春 ! 因此 相信 将 会 有 更 多 的 
读者 喜欢 它 . 

最 后 ， 译 者 要 特别 感谢 科学 出 版 社 和 陈 玉 琢 编辑 所 给 予 的 大 力 支持 与 帮助 . 

由 于 译 者 水 平 所 限 ， 译 文中 不 妥 之 处 在 所 难免 ， 奶 请 读者 批评 指正 ! 


译 者 
2007 年 10 月 1 日 
于 山东 理工 大 学 瑞 贤 园 


前 言 


本 书 为 那些 对 需要 微分 流 形 概念 的 任何 一 个 数学 领域 感 兴趣 的 学 生 提供 了 必 
要 的 基础 . 我 们 将 本 书 设计 为 低 年 级 研究 生 水 平 的 教科 书 , 并 且 假 定 读者 在 代数 、 
分 析 方面 受过 良好 的 本 科 训 练 ， 另 外 还 要 熟悉 点 集 拓扑 、 覆 盖 空 间 和 基本 群 方面 
的 一 些 知识 . 我 们 还 打算 将 它 作为 参考 书 使 用 . 因为 它 包 含 了 许多 难以 从 文献 中 
查 到 的 内 容 ， 尤 其 是 关于 de Rham 基本 定理 和 Hodge 基本 定理 的 完备 而 自足 的 
证 明 . 

核心 材料 包含 在 第 1 章 、 第 2 章 和 第 4 章 中 . 这 包括 微分 流 形 、 切 向 量 、 子 
流 形 、 隐 函数 定理 、 向 量 场 、 分 布 和 Frobenius 定理 、 微 分 形式 、 积 分 、Stokes 
定理 以 及 de Rham 上 同调 . 

第 3 章 论述 Lie 群 论 基础 ， 包 括 Lie 群 与 其 Lie 代数 之 间 的 关系 、 指 数 映 射 、 
伴随 表示 和 闭 子 群 定理 . 我 们 给 出 了 一 些 例子 ， 导 出 了 典型 群 的 若干 性 质 ， 并 以 
齐 性 流 形 的 讨论 来 结束 该 章 . 20 多 年 来 ，Chevalley 的 《 李 群 论 ) 一 直 是 Lie 群 论 
方面 的 标准 参考 书 , 我 本 人 也 极 大 地 受益 于 该 书 . 

为 了 达到 第 5 章 的 主要 目标 一 一 de Rham 定理 ,我 们 发 展 了 公理 化 层 上 同调 
论 . 由 积分 给 出 的 de Rham 同 态 是 从 de Rham 上 同调 环 到 可 微 奇 异 上 同调 环 的 
同 构 一 一 除了 对 于 de Rham 定理 的 这 种 强 形式 的 证 明之 外 , 我 们 还 证 明了 流 形 上 
的 所 有 经 典 上 同调 论 的 标准 同 构 存在 . 所 有 这 些 理论 的 相关 部 分 都 在 本 书 中 得 到 
发 展 . 对 于 公理 化 层 上 同调 论 ， 我 所 遵循 的 处 理 方法 应 归功 于 H. Cartan， 他 在 
1950~1951 年 度 的 讲习 班 上 对 此 作 了 讲演 . 

为 了 Hodge 定理 ,我 们 在 第 6 章 中 用 Fourier 级 数 作为 基本 工具 给 出 了 椭圆 
算 子 局 部 理论 的 完整 叙述 . 我 们 只 假定 读者 对 Hilbert 空间 有 所 了 解 . 我 要 感谢 
Jerry Kazdan, 他 花费 了 1969 年 夏天 的 大 部 分 时 间 来 指导 我 弄 清 各 不 等 式 的 原委 ， 
并 且 对 于 该 章 的 准备 给 予 我 极 大 的 支持 和 帮助 . 我 还 受益 于 J. J. Kohn 和 Stephen 
Andrea 的 讲义 , Louis Nirenberg 的 几 篇 论文 以 及 Bers、John 和 Schechter 的 《 偏 
微分 方程 》， 为 了 解 参考 文献 的 深层 次 关系 ， 读 者 可 能 要 查阅 该 书 . 

在 每 一 章 的 末尾 都 有 一 套 习 题 ， 这 是 本 书 必 不 可 少 的 组 成 部 分 . 常常 会 有 这 
样 的 情况 ， 在 某 一 章 中 将 一 个 论断 留 给 读者 ， 那 么 这 就 暗示 着 在 习题 中 读者 应 当 
给 出 它 的 证 明 . 有 些 习 题 是 常规 的 ， 用 以 检验 读者 对 该 章 的 理解 情况 ;许多 习题 
则 极 大 地 扩充 了 正文 . 在 某 些 情况 下 习题 包含 着 重要 的 定理 ， 其 中 两 个 最 显著 的 
例子 是 Laplace 算 子 的 特征 函数 的 性 质 和 Peter-Weyl 定理 . 它们 在 第 6 章 的 习题 
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中 得 以 解决 . 许多 困难 的 习题 给 出 了 提示 . 
课文 中 有 几 处 值得 注意 的 删 减 . 我 在 本 书 中 没有 论述 复 流 形 ， 虽然 在 第 5 章 
中 发 展 的 层 论 为 读者 提供 了 一 种 研究 复 流 形 的 基本 工具 . 我 既 没 有 论述 无 穷 维 流 
形 ， 也 没有 讲述 Sard 定理 和 嵌入 定理 . 关于 无 穷 维 流 形 ， 读 者 可 参考 S. Lang 的 
《微分 流 形 引 论 》， 而 对 于 Sard 定理 和 嵌 人 定理 ， 读 者 可 在 Sternberg 的 《微分 

几何 讲义 》 中 找到 . 

基于 本 书 可 以 有 几 种 不 同 的 教程 . 典型 的 一 学 期 教程 应 当 涵 盖 第 1、2、4 章 
的 核心 材料 ， 然 后 根据 班级 的 兴趣 在 第 3、5、6 章 中 再 选取 一 章 . 整个 教科 书 可 
被 一 学 年 的 教程 所 涵盖 . 

希望 继续 深入 学 习 微 分 几何 的 学 生 能 够 阅读 像 Helgason 的 《微分 几何 与 对 称 
空间 》、Bishop 和 Crittenden 的 《 流 形 的 几何 》、Kobayashi 和 Nomizu 的 《微分 
几何 基础 》( 两 卷 本 ) 这 样 的 高 等 教科 书 . 

我 很 高 兴 能 向 I M.，Singer 教授 表达 我 的 感激 之 情 ， 我 从 他 那里 学 到 了 本 书 
中 的 许多 材料 ， 而 且 他 的 教程 总 是 对 于 本 学 科 产 生 极 大 的 激励 . 

很 多 人 慷慨 地 花费 大 量 时 间 和 精力 来 阅读 初稿 并 且 作 了 若干 修改 ， 提 出 了 有 
益 的 建议 . 尤其 是 ,我 要 感谢 Manfredo do Carmo、Jerry Kazdan、Stuart 
Newberger 、Marc Rieffel 、John Thorpe、Nolan Wallach、Hung-Hsi Wu ( 伍 鸿 
黑 ) 以 及 我 在 伯克利 加 州 大 学 和 宾夕法尼亚 大 学 所 教授 班级 的 学 生 们 . 我 还 要 特 
别 感谢 Jeanne Robinson、Marian Griffiths 和 Mary Ann Hipple， 感 谢 他 们 出 色 
的 打字 工作 ， 感 谢 Scott ，Foresman 公司 的 Nat Weintraub， 感 谢 他 的 合作 和 对 
最 终 定稿 所 给 予 的 卓越 指导 和 帮助 . 


F. W. 瓦 内 尔 


Spinger 版 前 言 


这 次 Spinger 版 除 少数 已 发 现 的 数学 错误 和 印刷 错误 得 以 改正 之 外 ， 是 原 
Scott ，Foresman 版 本 的 翻版 . 参考 文献 中 增添 了 几 个 附加 标题 . 

我 特别 感谢 所 有 写 信 将 他 们 对 于 原版 的 体验 告诉 我 的 同事 们 . 我 收 到 了 许多 
关于 改进 和 扩充 本 书 的 良好 建议 , 并 且 曾 经 考虑 过 写 一 个 全 新 的 第 二 版 的 可 能 性 
然而 我 打算 扩充 的 很 多 内 容 在 许多 优秀 的 原始 资料 中 是 容易 查 到 的 ， 也 有 相当 多 
的 同事 极力 主张 让 我 保留 本 书 的 原样 . 因此 在 这 里 基本 未 变 地 将 其 重印 ， 尤 其 是 
考虑 到 那些 在 其 他 出 版 物 中 指定 参考 本 书 者 的 利益 ， 所 有 编号 和 页 码 查询 都 保持 
相同 . 

在 过 去 的 十 年 间 , 在 分 析 的 应 用 (尤其 是 椭圆 偏 微分 方程 理论 对 于 几何 学 的 应 
用 方面 ) 以 及 在 几何 学 的 应 用 , 特别 是 主 纤维 从 上 的 联络 理论 对 于 物理 学 的 应 用 方 
面 都 有 了 显著 的 进展 . 除了 在 微分 几何 和 黎 曼 几 何 若干 论题 的 出 色 论述 之 外 ， 对 
于 这 些 鼓舞 人 心 的 进展 的 若干 参考 文献 也 都 包括 在 文献 目录 之 中 了 . 学 生 们 可 能 
希望 在 阅读 本 书 的 同时 或 在 阅读 本 书 之 后 来 查阅 这 些 文献 

最 后 ,我 要 感谢 Spinger 出 版 社 鼓励 我 在 研究 生 数 学 系列 从 书 中 再 版 本 书 . 令 
我 高 兴 的 是 现在 它 被 批准 了 


F. W. 瓦 内 尔 
1983 年 10 月 于 宾夕法尼亚 费城 
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10” 双 线性 运算 和 双 线 性 形式 的 自 同 构 与 求 导 … “115 
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3 de Rham 上 同调 . 

习题 … i 
第 5 章 层 、 上 同调 、 de Rham 定理 - 

1 层 和 预 层 … 
2 上 链 复 形 … 
3 公理 化 层 上 同调 … 
4 经 典 上 同调 论 … 
5 
6 


de Rham 定理 …… 


第 6 章 Hodge 定理 
1 Laplace-Beltrami 算 子 
2 Hodge 定理 
3 若干 演算 ， 
4 椭圆 算 子 . 
5 对 周期 情况 的 简化 
6 Laplace-Beltrami 算 子 的 椭圆 性 . 


中 、 英 文 对 照 索引 … 


第 1 章 流 形 


首先 , 建立 一 些 贯穿 全 书 使 用 的 记号 约定 , 然后 从 微分 流 形 的 概念 讲 起 . 微 
分 流 形 是 这 样 一 些 空间 ， 从 局 部 看 来 它 像 Euclid( 欧 几 里 得 ) 空 间 , 而 且 它 有 足够 
的 结构 使 得 微 积分 的 基本 概念 能 够 保持 下 来 . 第 1 章 主要 涉及 微分 学 的 基本 定理 
对 于 流 形 的 类 似 定理 及 内 涵 . 第 4 章 考 虑 流 形 上 的 积分 理论 . 

由 Euclid 空间 中 方向 导数 的 概念 , 将 得 出 微分 流 形 的 切 向 量 的 概念 . 本 章 将 
研究 流 形 之 间 的 映射 以 及 映射 在 切 向 量 上 的 作用 ; 考察 经 典 的 反 函 数 定理 和 隐 范 
数 定理 对 于 流 形 映射 而 言 的 内 涵 ; 还 会 看 到 常 微分 方程 的 基本 存在 唯一 性 定理 转 
化 为 对 向 量 场 的 积分 曲线 的 存在 唯一 性 叙述 ; 最 后 是 关于 流 形 上 对 合 分 布 的 积分 
流 形 存在 唯一 性 的 Frobenius( 弗 罗 贝 尼 乌 斯 ) 定 理 . 


1 预备 知识 
1.1 一 些 基本 术语 和 记号 本 书 中 用 以 下 两 种 方式 描述 集合 : 列举 它 的 元 素 ， 
如 
{o oo an}, 
或 者 以 
{7:P} 


的 形式 表示 , 它 表示 满足 性 质 已 的 所 有 z 的 集合 . 表达 式 ae A 表示 a 是 集合 4 的 

一 个 元 素 . 若 集合 4 是 集合 B 的 子 集 ( 即 当 ae4 时 有 aeB), 则 记 作 4 cB. 如 果 

ACB 且 BC A, 那么 4 等 于 B, 记 作 4=B.<s，C 和 = 的 否定 分 别 记 为 g, 你 和 =. 

如 果 ACB 且 4=B, 那么 集合 4 是 B 的 真子 集 . 用 @ 表 示 空 集 . 以 集合 4 标记 的 

集合 U, 组 成 的 集 族 记 为 {UV。: a e 4} . 当 不 必 明确 指出 指标 集 时 ， 简 记 为 {U}. 

集 族 {Da : a es 4} 中 的 集合 之 并 记 为 【UV 或 简 记 为 JU。 . 类 似 地 , 它们 的 交 记 
aeA 


为 门 到 或 简 记 为 门 UV . 
aeA 
出 = {a :a 属于 某 个 U}， 


ae4 


门 06 = fa:o 属 于 每 一 个 由 


aeE4 
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表达 式 上 4 一 也 表示 f 是 集合 4 到 集合 也 中 的 一 个 映射 . 当 通 过 描述 它 在 各 
个 元 素 上 的 作用 来 描述 一 个 映射 时 ， 则 使 用 特殊 的 箭 号 一， 因而 “4 到 B 中 的 映 
射 mm 有 m)” 意 味 着 是 集合 4 到 集合 B 中 的 一 个 映射 , 它 把 4 的 元 素 m 映射 
成 中 的 元 素 Am). 如 果 UC4, 那么 fj 表示 f 在 U 上 的 限制 , 于 是 入 0)={beB: 
对 某 个 ae fa)= 四 . 如 果 CCB, 那么 广 (O={fae4: Ka)eC}. 如 果 当 a 和 1 是 4 
的 不 同 元 素 时 有 不 a) 二 有 5), 则 称 映射 是 一 一 的 (也 记 作 1-1) 或 内 射 ; 如 果 及 A)=B， 
则 称 映射 f 是 到 上 的 或 满 射 . 

如 果 f: 4 一 B, 9: C 一 也 那么 复合 gof 是 对 于 每 个 aef (BNO) 由 gof (ao)= 
4( 矿 a)) 定 义 的 映射 

gof:f" (BNO—D. 

为 了 记号 上 的 方便 , 将 不 排除 f-!(BnC)= 儿 的 情况 . 也 就 是 说 , 给 定 任何 两 个 映 
射 了 和 9% 都 将 认为 它们 的 复合 go f 是 有 定义 的 , 并 且 理 解 为 go j 的 定义 域 完 全 
可 能 是 空 集 . 

两 个 集合 4 和 B 的 笛 卡 儿 积 4 x 也 是 所 有 点 偶 (ob)(aoe A,beB) 的 集合 . 如 果 
f: 4 一 C,g: BD, 那么 映射 和 g 的 笛 卡 儿 积 fxg 是 4 x B 到 C x D 中 的 映射 
(@b) = (Ra), 9(b)). 

以 “id” 表 示 任 何 集合 上 的 介入 区 村 

对 于 映射 的 图 表 


OO 


如 果 go f=h, 则 称 之 为 交换 的 . 
用 函数 这 个 术语 表示 到 实数 集中 的 映射 . 
令 d >1 是 一 个 整数 ， 并 且 令 
R4 = {a:a = (oa,…,aa), 这 里 a 均 为 实数 }. 


那么 了 是 d 维 Euclid 空间 . 在 d=1 的 情况 下 ,， 实 直线 及 ! 简 记 为 及 . 任何 维 数 的 
Euclid 空间 的 原点 (0…,0) 都 记 作 0. 跟 平 常 一 样 ， 记 号 [ac 中 和 (o 昌 分 别 表示 实 直 
线 上 的 区 间 agt 坪 8 和 a<t<b. 由 


Ta=a (其 中 , a=(a1*…,ay)ER’)， 
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定义 的 函数 i: 及 一 及 称 为 空间 以。 的 第 i 个 (典范 ) 坐 标 函 数 . 及 上 的 典范 坐标 函 
数 7, 简 记 为 7. 因而 对 每 个 ae 及 ,r(a)=a. 如 果 f:X 一 R*, 则 令 
f=rof, 
其 中 , f 称 为 的 第 i 个 分 量 函 数 . 
如 果 f: 恨 一 民 ,te 民 ， 则 用 


mn 人 十 人 f(t) 


ny 


表示 f 在 t 点 的 导数 . 如 果 f:R" 一 恨 ,1<i<n, 二 (4…, 刀 )eE R", 则 用 


-让 - = jim ft) 


表示 f 在 t 点 关于 7 的 偏 导数 . 
如 果 pe R*， 则 用 B,() 表 示 中 心 在 p 点 半径 为 > 的 开 球 . 中 心 在 原点 、 半 径 
为 + 的 开 球 简 记 为 B(n); 用 Cn 表示 中 心 在 及“ 的 原点 、. 边 长 为 2r 的 开 立 方 体 ,， 即 


C(n)={(@…,aa)E R": 对 所 有 卫 |ol< 当 . 
用 C 表示 复数 域 , 用 C" 表 示 n 维 复 空间 ， 
C={(% 4): EO lSign}. 


除非 另 有 说 明 ,， 则 总 是 在 开 的 意义 下 使 用 邻 域 这 个 术语 . 如 果 4 是 一 个 拓扑 
空间 的 子 集 , 那么 它 的 闭 包 记 为 4. 若 ” 是 拓扑 空间 X 上 的 函数 , 那么 P 的 支 集 
是 由 


suppp = (R—{0}) 


定义 的 和 的 子 集 . 
下 面 要 用 到 Kronecker( 克 罗 内 克 ) 指 标 


如 果 a=(o4…,aa) 是 由 非 负 整数 构成 的 d 元 组 , 那么 令 
= 并 oa， 
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a ! 一 alaol adl， 
Da am 
8 
如 果 a=(0,…,0), 则 令 
Be 
Or® 


2 微分 流 形 


1.2 定义 令 UcR" 是 开 集 , 并 且 令 f :UR.k 是 一 个 非 负 整数 ,如 果 对 于 
Iajsk 各 仿 导 数 呈 存在 是 在 U 上 连续 , 则 称 了 在 U 上 是 C+ 类 可 微 的 (或 简称 
人 


是 C* 的 ). 特别 地 , 若 /是 连续 的 , 则 /是 C? 的 . 如 果 f:U-RR", 那么 , 车 每 个 分 
量 函 数 f=7of 为 0* 的 , 则 f 是 C* 类 可 微 的 . 如 果 了 对 所 有 之 0 是 C0* 的 , 则 称 f 
是 C 的 . 

1.3 定义 一 个 d 维 局 部 Euclid 空间 M 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 M, 而 
且 它 的 每 一 个 点 都 有 一 个 邻 域 同 胚 于 Euclid 空间 R 的 一 个 开 集 . 如 果 yp 是 连通 开 
集 UCM 到 如? 的 一 个 开 子 集 上 的 同 胚 , 则 称 y 是 一 个 坐标 映射 , 将 各 函数 z=7io 9 
称 为 坐标 函数 , 而 将 偶 (Up) (有 时 记 为 (U, m…,z) 称 为 一 个 坐标 系 . 如 果 yp (加 ) 
是 以 R&R 的 原点 为 中 心 的 开 立 方 体 , 则 把 坐标 系 ( Uy) 称 为 立体 坐标 系 . 如 果 me UV 
且 Y(m)=0, 则 称 该 坐标 系 是 以 m 为 中 心 的 . 

1.4 定义 ”局 部 Euclid 空间 M 上 的 一 个 0* 类 (1<k<oo) 可 微 结构 2 是 满足 
下 列 三 个 性 质 的 一 族 坐 标 系 {( Uo,p。): aeE A}: 

(a) UU =M. 


aed 

(b) pao py 1 对 于 所 有 a, BEA 是 C* 的 . 

(c) 集 族 .关于 (b) 是 极 大 的 ， 即 如 果 ( 思 是 一 个 坐标 系 并 且 使 得 po ww ”和 
yao 9 对 于 所 有 aE 4 都 是 0* 的, 那么 (Up)eF: 

如 果 .和 %={(U6,ws): as 4) 是 满足 性 质 (a) 和 性 质 (b) 的 任何 一 个 坐标 系 族 , 那么 存 
在 唯一 一 个 包含 元 的 可 微 结构 .F， 即 令 

={(U, 9): 对 于 所 有 yoe 入 ,po ps。! 和 yoo yp 1! 是 0* 的 }， 

那么 .9 包含 .多 显然 (a) 满 足 ， 并 且 容 易 验证 .多 满足 tb). 因为 由 构造 可 知 8 是 极 大 
的 , 所 以 2 是 包含 . 究 的 一 个 可 微 结构 . 显然 它 是 唯一 的 这 种 结构 、 

下 面 提 到 局 部 Buclid 空间 上 另外 两 种 基本 类 型 的 可 微 结构 , 这 就 是 C“ 类 结 


(f=f. 
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构 和 复 解 析 结 构 , 但 在 本 书 中 并 不 处 理 这 两 种 类 型 . 对 于 C* 类 可 微 结构 来 说 , 要 
求 (b) 中 的 复合 映射 能 够 局 部 地 由 收敛 寡 级 数 给 出 . 对 于 2d 维 局 部 Euclid 空间 上 
的 复 解析 结构 ,， 则 要 求 坐标 系 的 值 域 在 d 维 复 空间 Cs 中 而 且 是 全 纯 地 相互 交 春 . 

一 个 C* 类 的 (类 似 地 , C* 类 的 或 复 解析 的 )4 维 微分 流 形 是 由 一 个 第 二 可 数 的 
4 维 局 部 Euclid 空间 M 和 一 个 C* 类 可 微 结 构 .9 一 起 构成 的 偶 (M, 多 ). 通常 将 微 
分 流 形 (M,Z ) 简 记 为 MK 即 提 到 “微分 流 形 M” 时 , 指 的 就 是 局 部 Euclid 空间 M 
连同 某 个 给 定 的 可 微 结构 FF. 只 把 注意 力 限制 在 C* 类 的 情形 , 因此 总 可 以 用 “可 
微 的 ”表示 “C0™ 类 可 微 ”的 意思 . 同时 也 用 “光滑 ”这 一 术语 表示 C“ 可 微 性 . 当 
提 到 微分 流 形 时 常常 只 说 流 形 , 而 对 C™ 可 微 性 总 是 作为 隐 含 假定 . 一 个 流 形 可 
以 看 作 是 一 个 三 元 组 . 它 由 一 个 基础 点 集 和 该 集合 的 一 个 第 二 可 数 的 局 部 Euclid 
拓扑 以 及 一 个 可 微 结构 组 成 . 如 果 X 是 一 个 集合 , 那么 凡 提 到 X 上 的 流 形 结构 ， 
则 意味 着 要 选取 X 的 一 个 第 二 可 数 的 局 部 Euclid 拓扑 和 一 个 可 微 结构 . 

尽管 把 注意 力 集中 在 C” 的 情形 ， 然 而 许多 定理 却 具 有 C* 形 式 (k<oo), 基本 
上 ， 它 们 并 不 比 将 要 得 到 的 形式 复杂 . 只 要 写成 相应 的 可 微 次 数 即 可 . 因为 当 
1 < k<oo 时 , 微分 一 个 C* 函 数 只 可 能 得 出 一 个 C 捕 :类 的 函数 . 

除非 另 有 说 明 , 本 书 将 总 以 M 和 六 表示 微分 流 形 , Ma 表示 M 是 一 个 d 维 流 形 . 

1.5 例子 

(a) Euclid 空间 及 * 上 的 标准 可 微 结构 可 以 通过 将 .多 取 为 包含 (及 4 ,i) 的 (关于 
1.4(b) 的 ) 极 大 族 而 得 到 ,其 中 ，i: RR" 一 及 4 是 恒 等 映射 . 

(b) 令 了 是 一 个 有 限 维 实 向 量 空间 , 那么 了 有 一 个 自然 的 流 形 结构 . 实际 上 ， 
如 果 {e;} 是 V 的 一 个 基 , 那么 对 偶 基 { 7; } 的 元 素 是 V 上 的 整体 坐标 系 的 坐标 函数 . 
这 样 一 个 整体 坐标 系 唯一 地 决定 V 上 的 一 个 可 微 结构 . 这 个 可 微 结构 不 依赖 于 基 
的 选取 ， 因 为 不 同 的 基 给 出 C ~ 交 午 的 坐标 系 . 实际 上 , 坐标 变化 完全 由 一 个 非 奇 
异 的 常数 矩阵 给 定 . 

(c) n 维 复 空间 C" 是 一 个 2n 维 的 实 向 量 空 间 , 因而 由 例 (b), 作为 一 个 2n 维 
实 流 形 , 它 有 一 个 自然 结构 . 如 果 { e;} 是 一 个 典范 复 基 , 其 中 ，e; 是 一 个 除了 第 i 
个 位 置 上 为 1， 其 他 位 置 全 为 0 的 n 元 组 , 那么 


{a ,en Nl es -1 en} 


是 C" 的 一 个 实 基 , 而 且 它 的 对 偶 基 是 C" 上 的 整体 典范 坐标 系 . 
(d) 4 维 球面 是 集合 
84 一 {aeRd+l: Ro =]). 


i=l 


令 n=(0,…,0,1)， 5=(0…,0, 一 1), 那么 8 的 标准 可 微 结构 可 以 通过 取 .多 是 包含 
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(Sm ps) 和 (Ss, 由 的 极 大 族 而 得 到 ， 其中, p, 和 p, 分 别 是 从 n 和 的 球 极 平面 
投影. 
(6) 微分 流 形 (M.9) 的 一 个 开 子 集 0 本 身 是 一 个 微分 流 形 并 且 具 有 可 微 结构 
R={(UNUD, polny): (Us py)ER}. 


除非 另 有 说 明 ,微分 流 形 的 开 子 集 将 总 是 被 给 定 为 这 个 自然 可 微 结构 . 

( 一 般 线性 群 GUn, 民 ) 是 所 有 nxn 非 奇异 实 矩阵 的 集合 . 若 以 明显 的 方式 
将 R” 的 点 与 nxn 实 矩 阵 等 同 , 那么 行列 式 就 成 为 R* 上 的 连续 函数 ， 于 是 
Glm, 及 ) 作 为 ”的 开 子 集 就 得 到 一 个 流 形 结构 ,其 中 , 行列 式 函数 不 为 零 

(g) 积 流 形 . 令 (M, 贸 ) 和 (ML, 哆 ) 分 别 是 di 维和 dd, 维 的 微分 流 形 , 那么 
Mi x Ms 就 成 为 一 个 由 + 由 维 的 微分 流 形 , 并且 具有 极 大 族 包 含 


{(Uax Vapax Wp :Usx Va R® x R*): (Upo)ER, (Va YER} 


的 可 微 结构 2- 

1.6 定义 令 UCM 是 开 的 . 对 于 函数 f: U 一 恨 来 说 , 如 果 foy* 对 于 M 
上 的 每 个 坐标 映射 "是 C~ 的 , 则 称 f 是 和 上 的 C™~ 函 数 ( 记 为 feC~(U)). 对 于 连 
续 映 射 : MN, 如 果 9%o 沙 对 于 在 N 中 的 开 集 上 定义 的 所 有 C0” 函数 g 是 -1(g 
的 定义 域 ) 上 的 C~ 函 数 , 则 称 y 是 C™~ 类 可 微 的 , 记 作 weC™(M,N) 或 简 记 为 
yEC™. 等 价 地 , 连续 映射 /是 C™ 的 ， 当 上 且 仅 当 对 M 上 的 每 个 坐标 映射 -和 N 上 
的 每 个 坐标 映射 p, p owo7 1 是 C~ 的 . 

显然 ,两 个 可 微 映射 的 复合 仍然 是 可 微 的 . 注意 到 映射 %: MN 是 C” 的 , 当 
且 仅 当 对 于 每 个 me M, 存在 m 的 开 邻 域 以 使 得 yl 是 C 的 . 


3 第 二 可 数 公理 


对 于 流 形 而 言 ， 第 二 可 数 公理 有 许多 推论 ,其 中 就 有 流 形 是 正规 的 、 可 度量 化 
的 而 且 是 仿 紧 的 . 仿 紧 性 蕴涵 着 单位 分 解 的 存在 性 ， 对 于 从 局 部 函数 和 局 部 结构 
拼合 成 整体 函数 和 整体 结构 ,或 者 反 过 来 ， 把 整体 结构 表示 成 局 部 结构 的 局 部 有 
限 和 , 单位 分 解 都 是 一 个 极为 有 用 的 工具 . 在 给 出 必要 的 定义 之 后 , 将 给 出 流 形 
具有 仿 紧 性 的 一 个 简单 的 直接 证 明 , 然后 将 导出 单位 分 解 的 存在 性 . 显然 流 形 是 
正则 拓扑 空间 , 并 且 由 此 及 仿 紧 性 容易 得 出 它们 的 正规 性 . 这 里 把 证 明 流 形 是 正 
规 的 留 作 习 题 . 至 于 流 形 可 度量 化 的 事实 ， 见 文献 [13]. 

1.7 定义 ”对 的 一 个 子 集 族 { U,} 是 子 集 WCM 的 覆盖 , 假若 WC UU。; 车 每 
个 U。 是 开 的 , 那么 它 就 是 一 个 开 覆 盖 . 如 果 U 的 一 个 子 族 仍然 能 覆盖 W, 那么 


第 1 章 流 形 “7 


就 把 它 称 为 一 个 子 覆 盖 . 覆盖 { 0。} 的 一 个 加 细 { Vj} 也 是 一 个 覆盖 , 它 对 于 每 个 
都 有 一 个 a 使 得 VC U 对 于 M 的 子 集 族 {4。} 来 说 , 如 果 每 当 me M 时 都 存在 
m 的 一 个 邻 域 _W, 使 得 W,nA。z2 仅 对 有 限 多 个 o 成 立 , 则 称 它 是 局 部 有 限 的 . 
对 于 一 个 拓扑 空间 来 说 ,如 果 它 的 每 一 个 开 和 覆盖 都 有 一 个 局 部 有 限 的 开 加 细 ， 则 
称 它 是 仿 紧 的 . 

1.8 定义 M 上 的 单位 分 解 是 M 上 的 一 个 C~ 函 数 族 {y: ie 几 其 中 , I 是 一 个 
任意 的 指标 集 , 并 不 假定 为 可 数 的 ), 使 得 

(a) 支 集 族 {fsuppw: i 侨 是 局 部 有 限 的 . 

(b) 对 所 有 peM，》 wi(p) =1, 并 且 对 所 有 peEM 和 iD oi(p) >0. 若 对 每 

iel 
个 i 都 存在 一 个 a 使 得 suppwc U。, 则 称 单位 分 解 {yi 论 媳 从 属于 覆盖 {U: ae 4}. 
如 果 suppwc Vi 对 每 个 ieI 成 立 , 则 说 它 从 属于 和 单位 分 解 有 相同 指标 集 的 覆盖 
{U: ien}. 

1.9 引 理 令 X 是 一 个 拓扑 空间 ， 而 且 它 是 局 部 紧 的 (每 个 点 至 少 有 一 个 紧 
邻 域 )、Hausdorff 的 和 第 二 可 数 的 (如 流 形 ), 那么 头 是 仿 紧 的 . 事实 上 , 每 一 个 开 
覆盖 都 有 一 个 可 数 的 、 由 具有 紧 闭 包 的 开 集 组 成 的 局 部 有 限 的 加 细 . 

证 明 ”首先 证 明 存 在 一 个 开 集 序列 {Gi: i=1,2,…}, 使 得 


世 是 紧 的 , 
GCGin 


oo 
X=UG 
i=l 


(1) 


令 {Ui: 计 1, 2，…} 是 由 具有 紧 闭 包 的 开 集 组 成 的 X 的 一 个 可 数 拓扑 基 . 这 样 一 个 
基 可 以 从 任何 可 数 基 开 始 来 选取 由 那些 具有 紧 闭 包 的 基 集 构成 的 子 集 族 得 到 . XX 
是 Hausdorff 的 和 局 部 紧 的 , 这 就 蕴涵 着 这 个 子 集 族 自身 也 是 一 个 天. 现在 令 
G'=U0, 设 

Ge= UU…UD;. 


其 中 , 令 Jr 是 大 于 因 且 使 得 
Ed 


GkC U U; 
1 


的 最 小 正 整数 ,并 且 定 义 
了 1 


Gin 一 Uv t 
1 
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这 就 归纳 地 定义 一 个 满足 条 件 (1) 的 序列 {G4}. 


0 


G 


~~. 


令 {Uu: ae4} 是 任意 一 个 开 覆 盖 . 集合 Gi 一 G; | 是 紧 的 而 且 包 含 在 开 集 
Gi 一 Gi-2 中 . 对 于 每 个 i >3, 选取 Gi 一 Gi 1 的 开 覆 盖 { UN( Gi,1 一 Gi-2): aeA} 
的 一 个 有 限 子 覆 盖 ,， 并 且 选 取 紧 集 G2 的 开 和 覆盖 { Un Gy: ae 4} 的 一 个 有 限 子 覆 盖 . 
容易 看 出 ,由 开 集 组 成 的 这 个 集 族 是 开 覆 盖 { Us} 的 一 个 可 数 的 、 局 部 有 限 的 加 细 ， 
而 且 是 由 具有 紧 闭 包 的 开 集 组 成 的 . 

1.10 引 理 在 R* 上 存在 一 个 非 负 的 C~ 函 数 , 它 在 闭 立方 体 C(D) 上 等 于 
在 开 立 方 体 C(2) 的 余 集 上 为 零 . 

证 明 只 要 令 yp 是 积 
(1) ¥ =(hon)*(ho ra), 


js 


日 


其 中 , h 是 实 直线 上 的 一 个 非 负 0~“ 函 数 , 则 yp 在 [一 1, 1] 上 为 1, 而 在 (一 2, 2) 外 为 零 
为 构造 这 样 一 个 h, 从 函数 


el/t, t>0, 
2. t) = y . 
(2) f(t) 0 ~ 0 


开始 . 它 是 非 负 的 、C™ 的 并 且 对 t+ > 0 是 正 的 , 那么 函数 


___/0 
人 "0 = Fo+ LD 


是 非 负 的 、C” 的 而 且 对 于 t > 1 取 值 为 1, 对 t+ < 0 取 值 为 0, 于 是 令 
(4) h(D)=g(t+2)g(2—t) 


就 得 到 所 要 求 的 函数 h 
1.11 定理 (单位 分 解 的 存在 性 ) 令 M 是 一 个 微分 流 形 , 并 且 { U6,: ae4]} 是 
M 的 一 个 开 覆 盖 , 那么 存在 一 个 从 属于 { U,} 的 可 数 单位 分 解 {p: 计 1，2，3，… 小 ， 
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而 且 对 于 每 个 isuppg 都 是 紧 的 . 如 果 不 要 求 紧 支 集 , 那么 存在 一 个 从 属于 { DZ 
的 单位 分 解 {ps}( 即 suppyuc U。) 且 使 得 至 多 可 数 多 个 yp 不便 等 于 零 . 

证 明 令 序 列 { Gi} 像 在 1.9(1) 中 那样 覆盖 M, 并 置 G,=@. 对 pe M, 令 ?是 使 
得 peM-Gi, 的 最 大 整数 . 选取 一 个 ay 使 得 peU。， 并 且 令 (VV 是 中 心 在 p 点 的 


坐标 系 , 使 得 VC UN( G12 -Gi, ) 且 使 得 7( 仿 包 含 闭 立 方 体 O). 定义 
(1) 


其 中 ,2 是 函数 1.10(1), 那么 水 是 M 上 的 一 个 CY 函数 , 它 在 p 点 的 某 个 开 邻 域 
W, 上 取 值 为 1, 并 且 具 有 在 VC UN( G; ,Gi, ) 中 的 紧 支 集 . 对 于 每 个 这 1, 选取 
由 M 中 的 点 2 组 成 的 一 个 有 限 点 集 使 得 它们 相应 的 W, 邻 域 覆盖 Gi; - G;_1 . 将 相 
应 的 函数 罗 排 成 一 个 序列 小 j=1,2,3,…. 多 的 支 集 构成 M 的 一 个 局 部 有 限 的 子 集 族 . 
因而 函数 


(2) y=, 


是 M 上 的 一 个 完全 确定 的 C? 函数 ,而且 对 于 每 个 pe M,W(p)>0. 对 每 个 生 1,2,3,…， 
定义 

= 和 提 
(3) P= 
那么 函数 族 {w: i=1,2,3,…} 构 成 一 个 从 属于 著 盖 { VU,} 的 单位 分 解 ， 而 且 对 于 每 个 
58supp 纪 都 是 紧 的 . 如 果 当 任何 yp 都 没有 在 UV, 中 的 支 集 时 , 令 p, 恒 等 于 零 ， 在 其 他 
情况 下 , 令 9。 是 那些 在 Us 中 有 支 集 的 各 个 m 之 和 , 那么 {ys} 是 一 个 从 属于 著 盖 
{U6} 的 单位 分 解 ， 且 使 得 至 多 可 数 个 ,不 恒 为 零 . 为 了 看 出 yp 的 支 集 在 U6。 中， 注 
意 到 ,如 果 .A 是 闭 集 的 一 个 局 部 有 限 族 , 那么 | ]4 = 【J 4. 然而 , 要 注意 到 


4E-A MEA 
ya 的 支 集 未 必 是 紧 的 . 

系 令 G 在 M 中 是 开 的 , 令 4 在 M 中 是 闭 的 , 而 且 适 合 4c G, 那么 存在 一 
个 0™” 函数 yg: NM 一 及 使 得 

(a) 对 于 所 有 peM, 0<w(p)<L. 

(b) 当 pe4 时, AD)=1. 

(c) supp pCG. 

证 明 有 一 个 从 属于 M 的 覆盖 { G,M- 4} 的 单位 分 解 {o 妇 适合 条 件 supppCG 
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和 suppy CM-4, 于 是 就 是 所 要 求 的 函数 . 


4 切 向 量 和 微分 


1.12 在 Euclid 空间 R* 的 一 点 p 处 具有 分 量 wu,…,uw 的 向 量 "可 以 看 作 是 可 
微 函数 上 的 一 个 算 子 . 特别 地 , 若 f 在 p 点 的 一 个 邻 域 上 是 可 微 的 , 那么 v 对 f 指 
派 一 个 实数 v( 放 , 它 是 f 在 p 点 沿 v 方 向 的 方向 导数 ， 即 


of 


Ne 
nl 


of 网 


(1) uf) 


= a 


向 量 v 在 可 微 函 数 上 的 这 个 运算 满足 两 个 重要 性 质 : 当 f 和 g 在 p 点 附近 可 微 上 且 入 
是 一 个 实数 时 ， 有 


四 + Xg) = uf)+ Mv(g), 


vf +9) = f(p)v(9)+ g(p)v(f). 


第 一 个 性 质 说 明 v 是 线性 地 作用 在 函数 上 , 第 二 个 性 质 说 明 v 是 一 种 求 导 运算 . 这 
就 促使 我 们 定义 流 形 上 的 切 向 量 . 它们 是 方向 导数 ， 即 函数 上 的 线性 求 导 运算 . 
求 导数 的 运算 只 依赖 于 函数 的 局 部 性 质 ， 即 求 导 的 那 一 点 的 任意 小 邻 域 上 的 性 质 . 
为 了 最 方便 于 表达 求 导 对 于 函数 的 这 种 局 部 依赖 性 ， 引 进 函 数 芽 的 概念 . 

1.13 定义 令 meM 对 于 在 包含 m 的 开 集 上 定义 的 函数 f 和 9， 如 果 它 们 
在 m 的 某 个 邻 域 上 一 致 , 则 称 它们 在 m 点 有 相同 的 芽 . 这 就 在 定义 于 m 的 邻 域 上 
的 0 函数 的 集合 上 引进 了 一 个 等 价 关系 ,两 个 函数 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 它们 有 
相同 的 函数 芽 . 把 这 些 等 价 类 称 为 芽 , 并 且 把 在 m 点 的 葵 的 集合 记 为 Fm . 如 果 f 
是 m 一 个 邻 域 上 的 0™ 函 数 , 那么 , 用 f 表 示 它 的 芽 . 函数 的 加 法 、 数 乘 以 及 乘法 
运算 在 天" 上 诱导 一 个 及 上 的 代数 结构 . 芽 f 在 m 点 有 完全 确定 的 值 gr)， 这 就 
是 芽 的 任何 代表 在 m 点 的 值 . 令 FC Fm 是 在 m 点 为 零 的 芽 的 集合 , 那么 到 是 
Pm 的 理想 , 用 砚 表示 它 的 大 次 寡 . 本 是 由 ,的 元 的 卡 重 积 的 所 有 有 限 线性 组 
合 构成 的 Bm 的 理想 . 各 础 构成 一 个 递 碱 理想 序列 Fm DF FF? DF >… 

1.14 定义 在 点 meM 处 的 一 个 切 向 量 "是 代数 六。 的 一 个 线性 求 导 算 子 ， 
即 对 所 有 f, gE Fm 和 AERR， 

(a) uf + Me)=v(f )+Av(e). 

(b) wf: 8)=Am) vg)+g(m) uf). 
用 Mi 表示 MM 在 m 人 处 的 切 向 量 的 集合 , 并 且 称 之 为 M 在 m 点 的 切 空间 . 注意 到 ， 
如 果 当 weM。 AE 民 时 ， 把 (oo(E) 和 (AGE) 定 义 为 


第 1 章 流 形 “11， 


0) ee 
(Mo)(G) = XD)), 


那么 ,vt+w 和 Xv 仍然 是 m 点 的 切 向 量 . 因而 按 这 种 方式 M 成 为 一 个 实 向 量 空间 . 
向 量 空间 M, 的 基本 性 质 是 它 的 维 数 等 于 M 的 维 数 , 将 在 1.17 节 中 对 其 进行 证 
实 . 切 向 量 的 这 个 定义 在 C(1<k<o0) 的 情况 下 是 不 适宜 的 (在 1.21 节 将 进一步 
讨论 C* 的 情况 ). 给 出 切 向 量 的 这 个 定义 是 因为 几 个 方面 的 原因 . 一 是 这 个 定义 
是 内 萄 的 ， 即 它 不 依赖 于 坐标 系 . 二 是 它 能 自然 推广 到 高 阶 切 向 量 , 在 1.26 节 将 
会 看 到 . 

1.15 如果 c 是 在 mm 的 一 个 邻 域 上 取 常 数值 c 的 函数 芽 , 并 且 v 是 m 点 的 一 
个 切 向 量 , 那么 x(c)=0, 因为 


Wc)=cv(1), 
ul)=Wl 1)=1 vl)+1v(1)=2v1). 
1.16 引 理 ”M,, 自 然 同 构 于 ( 厂 , / F? )*( 符 号 * 表 示 对 偶 向 量 空间 ). 
证 明 如 果 veM,, 那么 由 于 求 导 运 算 的 性 质 v 是 F, 上 的 线性 函数 且 在 
形 上 为 零 . 反 过 来 如果 le( 及 / 2 )*， 那么 通过 对 fe Pm 置 v(fj=U({f 一 fm)}) 
来 定义 m 点 的 切 向 量 w 其 中 , f(m) 表 示 取 常数 值 fm) 的 函数 芽 , { } 则 用 来 表示 


在 肪 / 形 中 的 陪 集 ). v' 在 Fm 上 的 线性 性 质 是 明显 的 , 而 它 是 一 个 求 导 运 算是 
因为 


vf Bg)=l{f g-f(m)g(m)}) 
=lU{(f-f(m))(g—g(m))+f(m)(g—g(m))+(f~f(m))g(m)}) 
=U{(f-f0m))(g—g(m))})+E(m) A{g—g(m)})+g(m) {Em)}) 
={(m) vg)+g(m) 全 


从 而 得 到 M, 到 ( 五, / Fi )* 中 的 映射 , 且 反 之 亦 然 . 容易 验证 这 些 映 射 互 道 , 因而 
它们 都 是 同 构 . 

1.17 定理 dim( 了 ,/F?)=dimM. 

证 明 是 基于 下 列 微 积分 的 引 理 外 ]. 

引 理 ”如果 yg 在 R* 中 包围 p 点 的 一 个 是 开 集 U 上 是 C(k>2) 类 的 , 那么 对 于 
每 个 geU, 
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4 Og 
g(q) = g(p)+ Da lrilo) —ni(p)) 
, ed 1 Og 
+ > GOg-s)c5g-5D) 1— DFE lore dt 


特别 地 , 若 ge C”, 那么 (1) 式 中 的 第 二 个 和 式 决定 天 的 一 个 元 素 , 因为 积分 
作为 4 的 一 个 函数 是 C™~ 类 的 . 

1.17 的 证 明 令 (U,y) 为 mn 点 的 坐标 函数 是 z…,za(d=dimM) 的 坐标 系 . 令 
fe 将 式 (1) 应 用 于 fo yp '， 并 且 与 复合 得 到 , 在 m 的 一 个 邻 域 上 ， 


d o -1 
f= Do s(n) + Dam) -sm)), 
i=l 林 
其 中 , he C™. 因而 


a ow-! 
f= De —xi(m))mod F?. 


因此 {{x 一 xx((m)}: 生 1…,d)} 张 成 国 ,/ 瑟 ,所 以 dim 羽 ,/ FF? <d, 可 以 断言 , 这 些 
元 素 是 线性 无 关 的 . 因为 假设 
Sat —xi(m)) € Fa?. 
i=1 
现在 ， 
d d 
oilei -nm)oo = > at 一 ae) 
=] i=l 
因而 
d 
Dai(r — ni(p(m))) € Rom 
3=1 
但 是 这 就 昔 涵 着 ， 对 于 二 1,…,d， 
lem Dot nA) =0 


而 这 又 蕴涵 着 a 必然 全 为 零 . 
系 dimM,=dimM. 


第 1 章 流 形 “13: 


1.18 ”实际 上 , 将 把 切 向 量 作为 函数 上 的 运算 而 不 是 作为 它们 的 芽 上 的 运算 . 
如 果 f 是 在 m 的 一 个 邻 域 上 定义 的 可 微 函 数 且 ve M,, 那么 定义 


() w=uD). 
因而 当 f 和 g 在 m 的 一 个 邻 域 上 一 致 时 , v( 用 =wg), 而 且 显 然 有 


i +Xg)= Wf)+ Xuo(g) (NER), 
wf*9) = f(m)u(g) + g(m)u(f), 


其 中 , 片 X% 入 9 被 定义 在 了 和 9 的 定义 域 的 交集 上 . 
1.19 定义 令 (U, 是 一 个 以 mm 为 坐标 函数 的 坐标 系 ， 并且 令 meU. 
对 于 每 个 ie(1,…,d), 通过 对 每 一 个 在 m 的 一 个 邻 域 上 为 C 的 函数 f 置 


(2) 


@ 区 


来 定义 切 向 量 寞 | EM 把 式 (1) 理 解 为 f 在 m 点 沿 坐标 x 方向 的 方向 导数 . 也 


_ OU ow') 
Jo- 剖 


wm) 


使 用 如 下 记号 : 


1.20 关于 1.19 的 注释 
(a) 显然 国 |o 只 依 坷 于 在 mn 点 的 芽 ， 并 且 满 足 1.14 的 (ay 和 (bj, 因 


i 


ma| 是 加 点 处 的 一 个 切 向 量 . mal 2 


B= 1 Mi 的 一 个 基 . 实际 
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上 , 它 还 是 与 瓦 , / 瑟 的 基 {{x 一 xitm)}: =1…,d} 相 对 侦 的 M, 的 基 , 因为 


Dri 
Im 


a 
9 
= | . 


容易 验证 ， 当 把 两 边 作用 于 函数 (zz(m)) 时 得 出 同样 的 结果 . 
(0) 设 (UU 风 和 (W 埠 是 m 点 处 分 别 具 有 坐标 函数 1b,…,zs 和 妇 ,…,ys 的 坐标 
系 , 那么 由 注释 (b) 得 


人 一 mi(m) = 6 


(b) 如 果 veM, 那么 


| -六 aa 局 
Oy; mn iil Oyj 六 Oz; by 
注意 到 ， 部 不 仅 依赖 于 x, 而且 依赖 于 yp. 尤其 是 当 zw 等 于 yy 时， 未 必得 出 -- 
i 1 
0 
于 -一 . 
人 On 


(d) 如 果 我 们 把 定义 1.19 应 用 于 RR* 的 典范 坐标 系 7,…,rs, 那么 得 到 的 切 向 
量 正 是 平常 的 偏 导数 算 子 六 . 


1.21 如果 要 在 CK(k<co) 的 情况 下 来 证 明 肪 / FF 的 维 数 是 有 限 的 ， 那 肯定 
是 要 失败 的 . 因为 1.17 中 引 理 的 余 项 将 不 是 Ct* 函 数 的 积 之 和 , 在 C 的 情形 ， 引 理 
甚至 无 意义 . 实际 上 , 在 Ct(1<k<oo) 的 情况 下 ，, / 本 原本 就 总 是 无 穷 维 的 ( 参 
见 文献 [21]). 在 0* 的 情况 下 , 为 了 使 dimM。=dimM, 定义 切 向 量 有 各 种 不 同 的 方 
法 (所 有 这 些 方法 在 C” 的 情况 下 仍然 有 效 ). 一 种 方法 是 把 m 点 的 切 向 量 v 定 义 为 
一 个 映射 , 它 对 (在 m 的 一 个 邻 域 上 定义 且 0* 可 微 的 ) 每 一 个 函数 指派 一 个 实数 
v( 办 ,使 得 若 (U， 朵 是 m 点 的 一 个 邻 域 上 的 坐标 系 , 那么 存在 一 个 (依赖 于 的 ) 实 


数组 (ou…,ad) 使 得 
_, Of op) 
Wf)= 2 On a 


那么 切 向 量 组 成 的 空间 还 是 有 限 维 的 ， au | 虽 | j* 
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1.22 微分 令 人 图 MN 是 0 映射 , 令 meM. 在 mn 点 的 微分 是 如 下 定义 
的 线性 映射 : 


(1) dy: Ms— Nam 


如 果 ve Mi, 那么 dW(v) 是 Wm) 处 的 一 个 切 向 量 , 因而 可 以 描述 它 如 何 作用 在 函数 
上 . 令 9 是 以 m) 的 一 个 邻 域 上 的 C ~ 函数. 定义 dy (9) 为 


(2) dv)(9)=u go»). 


容易 验证 ， dy 是 一 个 从 Mn 到 Nm 中 的 线性 映射 严格 说 来 ,这 个 映射 应 该 记 为 
dy， 或 简 记 为 dy 然而 在 不 会 产生 混淆 时 ,将 省 略 下 标 m。 当 dw 非 奇 异 


时 ， 即 (1) 的 核 只 有 0 组 成 时 ， 称 y 是 在 mn 点 非 奇异 的 . 跟 通常 一 样 ， 对偶 映射 
(3) 6 : Natm) 一 

是 通过 要 求 当 oc Nu 和 ucM。 则 有 

(4) (DW=oAdAD)) 

而 定义 的 . 在 Cx 函 数 FM 及 的 特殊 情况 下 , 若 ve M, Km)=ro, 那么 

(8) afW=w) 和 | 

在 这 种 情况 下 , 通常 令 dj 表示 由 

(6) afly)=u0) 

定义 的 M 的 元 素 , 即 把 d1 与 优等 同 , 其中， 是 对 偶 于 -| 


的 1 维 空间 RR 


的 基 . 具体 用 法 从 上 下 文 将 会 清楚 . 
1.23 ”关于 1.22 的 注释 


(a) 令 ( 加 B00…, 芭 和 (Vy…,y) 分 别 是 m 点 和 Mm) 点 处 的 坐标 系 , 那么 从 
1.22(2) 和 1.20(b) 得 到 


9 KoyoW) 9 
d 一 因 
"|, 


短 队 | 加 | 区 为 时 (关于 给 定 汉 标 系 ) 的 Jacobi( 雅 可 比 ) 矩 阵 . 对 于 
党 
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Euclid 空间 之 间 的 映射 , Jacobi 矩阵 总 是 关于 典范 坐标 系 来 取 的 
(b) 如 果 ( 思 m4…, 双 是 M 上 的 一 个 坐标 系 , me 以 那么 {dzi|} 是 Mz 的 对 偶 


+ J 如 果 FM 及 是 一 个 Cs 函数 ， 那么 


4 of 
d dz 
| aa 


(c) 链 式 法 则 . 令 %: NM 一 和 所 NX 都 是 C7 上 映射 ,那么 
dpoy)mn =dpwm © dn, 
或 简写 成 dfpo 风 = dpody . 检验 当 映 射 用 通过 选取 坐标 系 而 得 到 的 矩阵 来 表 
达 时 , 这 个 方程 所 呈现 的 形式 是 一 个 有 益 的 练习 . 
(d) 如 果 必 M 一 N 和 上 N 一 及 是 0 的, 那么 6y(dfim)) = d(f 办 mw， 因 为 当 
veEM 时 ,6w(dfum))(v) = df(dy(w)= dfoy)n(u). 


(e) C0“ 映射 (a,b) 一 MM 称 为 M 上 的 一 条 光滑 曲线 . 令 te(a,b), 那么 曲线 o 在 
t 点 的 切 向 量 就 是 向 量 


d 
a 着 | € Mod). 


把 o 在 t 点 的 切 向 量 记 为 6(t). 


如 果 vz0 是 M 的 任 一 元 素 , 那么 ,是 M 中 一 条 光滑 曲线 的 切 向 量 . 因为 可 
以 很 容易 地 选取 一 个 以 m 为 中 心 的 坐标 系 ( Uy), 使 得 


那么 v 是 曲线 tp 1(t, 0,…, 0) 在 0 点 的 切 向 量 . 应 当 注 意 到 , 可 能 许多 曲线 有 
相同 的 切 向 量 ，M 中 使 得 o( 克 )=7()=m 的 两 条 光滑 曲线 o 和 7 在 处 有 相同 的 切 
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向 量 ， 当 且 仅 当 对 在 m 的 一 个 邻 域 上 为 C ”的 所 有 函数 户 有 
doc _ dlfo7) 
dr lb, dr 


如 果 o 恰好 是 Euclid 空间 R" 中 的 一 条 曲线 , 那么 


,dn -| do 2 | 
A dr l: On oo 和 dr 冯 
如 果 把 这 个 切 向 量 等 同 于 及 " 中 的 元 素 
dao... do 
drl ”dr 


则 有 
-关于 

因而 由 这 种 等 同 ， 切 向 量 的 概念 在 这 种 特殊 情况 下 , 与 Euclid 空间 中 切 于 一 条 曲 
线 的 几何 概念 一 致 . 

1.24 定理 令 4 泥 从 连通 流 形 M 到 流 形 N 中 的 一 个 C0~ 映 射 . 假若 对 每 个 
mEM,d=0, 那么 旺 一 个 常 映射 . 

证 明 令 neWMM). 六 (nn) 是 闭 的 . 只 需 证 明 它 是 开 的 . 为 此 , 令 me 六 1(n)， 
分 别 选取 m 和 n 的 坐标 系 ( 轧 z…,za) 和 ( 访 …,yo), 使 得 WCV, 那么 在 UV 上 ， 


= 0 -1.0), 


0=4 
| Or; Oy; 


0 
Or; et 
这 蕴涵 着 
Bey) 0 (i= ,07= bd). 
Oz; 

因而 各 个 函数 % o 少 在 UV 上 为 常数 . 这 蕴涵 着 WA 中 =n; 因此 1(n) 是 开 的 , 从 而 
VI (四 = 只 

下 面 将 要 看 到 ,一 个 微分 流 形 的 所 有 切 向 量 的 集合 本 身 以 一 种 自然 的 方式 构 
成 一 个 微分 流 形 , 称 为 切 从 . 由 切 空间 上 的 线性 泛 函 构成 的 类 似 的 对 偶 物 ， 称 为 
余 切 丛 . 


1.25 ” 切 从 和 余 切 从 令 M 是 一 个 带 有 可 微 结构 .9 的 流 形 . 令 
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T(M)= LU Mn， 
meM 
TM)= UY MW. 


mEM 


(1) 


存在 自然 投影 如 下 : 
7:T(M)— M，7(v) = m， 车 v€ M， 


(2) se . . 
T :7T(M) 一 M，T(r)=m， 若 reM 


令 (U DEF 并 且 以 mm,za 为 坐标 函数 . 对 所 有 verr!( 四 和 7 E(t) 了 (UU), 定义 
到 :ID) 一 及 2 和 万 :(r) 1(0) 一 RR 为 
p(y) ne (zi(r(o)) za(r(o),dzi(o ydza(o))， 


= Peaceoz 人 全 


(3) 


注意 到 5 和 9' 都 是 到 及 2 的 开 子 集 上 的 一 一 映射 . 下 列 的 步骤 概括 了 T(M) 上 拓 
扑 和 可 微 结 构 的 构造 方法 . 关于 7T"(M) 的 相应 构造 方法 可 类 似 地 进行 . 证 明 留 作 
习题 . 

(a) 如 果 (U, gp) 和 (V, 办 eZF 那么 og-! 是 C0~ 的 . 

(b) 集 族 {5(W): WW 在 R* 中 是 开 的 , (Up)eF} 构 成 TCM) 的 一 个 拓扑 基 ， 
它 使 得 T(M) 成 为 一 个 第 二 可 数 的 2d 维 局 部 Euclid 空间 . 

(0) 令 玫 是 包含 {(!(U，5$): (Up)eZF } 的 关于 1.4(b) 的 极 大 族 , 那么 .是 
T(M) 上 的 一 个 可 微 结构 . 

T(M) 和 7T*(M) 连 同 这 些 可 微 结构 分 别 被 称 为 切 从 和 余 切 从 . 有 时 , 将 T(M) 
的 点 写成 序 偶 (mv) 是 方便 的 , 其 中 , me M;ve M。, 对 于 T+*(M) 可 作 类 似 的 处 理 . 

如 果 y: MN 是 0™ 映 射 , 那么 少 的 微分 定义 切 从 的 一 个 映射 
(4) dy :T(M) — T(N), 
其 中 , 当 veE Mn 时, dW(m,v)=dW(). 容易 验证 (4) 是 一 个 C™ 上 映射 . 

1.269 高 阶 切 向 量 和 高 阶 微分 将 M,, 看 作 (, / 严 )* 是 有 益 的 , 因为 这 种 


观点 允许 直接 推广 到 高 阶 切 向 量 . 暂且 离开 主题 来 给 出 这 些 定义 . 
回想 到 高 是 m 点 函数 芽 的 代数 . 厂 , C 态 是 在 m 点 为 零 的 函数 芽 构成 的 理 


@ 在 本 书 的 其 他 地 方 并 未 用 到 本 节 的 材料 , 因而 可 以 跳 过 本 节 而 不 影响 连贯 性 . 


第 1 章 流 形 ‘19. 


想 ， 艳 (人 >1 是 整数 ) 是 忆 , 的 元 的 上 重 积 的 所 有 有 限 线性 组 合 构成 的 雇 , 的 理想 . 

向 量 空间 及 / 本 中 称 为 mm 点 的 k 阶 微分 的 空间 , 记 为 *M,, . 像 以 前 一 样 ,f 表 
示 f 在 mn 点 的 芽 , 而 {} 表 示 在 五, / 到 + 中 的 陪 集 : 令 f 是 m 的 一 个 邻 域 上 的 可 微 
函数 . f 在 m 点 的 上 阶 微分 do 定义 为 


(9) df ={f—f(m)}. 


仙 点 的 一 个 上 阶 切 向 量 是 关上 的 一 个 实 线性 函数 , 它 在 所 六 上 为 零 , 而且 在 
由 mm 点 的 一 个 邻 域 上 为 常数 的 函数 芽 组 成 的 集合 上 也 为 零 . 把 m 点 的 k 阶 切 向 量 
构成 的 实 线性 空间 记 为 M4 , 那么 就 有 MS 与 (*M,)* 的 一 个 自然 同 构 ， 因 为 任 
何 大 阶 切 向 量 在 ,上 的 限制 产生 ,上 的 一 个 在 厂 上 为 零 的 线性 函数 , 并 由 此 
产生 CM) 的 一 个 元 素 . 反 过 来 ，(*M,,) 的 一 个 元 素 唯一 地 决定 一 个 在 R11 上 
为 零 的 ,上 的 线性 函数 . 而 且 这 可 以 通过 要 求 它 将 常 函 数 芽 零 化 而 唯一 地 扩张 
成 一 个 大 阶 切 向 量 . 

可 以 通过 考虑 这 些 切 向 量 和 微分 在 一 个 坐标 系 中 所 采取 的 形式 将 这 种 高 阶 切 
向 量 的 概念 与 Buclid 空间 中 通常 的 高 阶 导 数 的 概念 联系 起 来 . 令 (U, yp) 是 mm 点 处 
的 一 个 坐标 系 ， 以 ma…zs 为 坐标 函数 ,并且 使 9( 切 是 Euclid 空间 及 < 中 的 一 个 凸 
开 集 . 令 a = (a,…,ad) 是 一 个 非 负 整 数组 . 除了 在 1.1 节 的 约定 外 , 令 


(2—z(m)) = (na(m)) (oa 一 za(m)) 


令 j 是 0 上 的 一 个 C7 函 数 , 那么 从 1.17 的 引 理 得 


k 
(2) f=f(m)+ 记 az 一 z(m) + D) halz—z(m)), 


Fl Iaj=k+1 


其 中 , hs 是 U 上 的 C7 函数 ,， 并且 


1 O°(foyp-! 
” ” A 
因此 ， 
(9 f= > os{(x—x(m))}. 
1<[aj<k 
从 而 集 族 
(5) {(x—x(m))"}:1< [a]< 


张 成 *M,, . 这 些 元 素 在 *M, 中 线性 无 关 的 证 明 是 在 1.17 节 中 论述 过 的 2 情况 
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下 证 明 的 明显 推广 . 因而 集 族 (5) 构 成 *M,, 的 一 个 基 ， 所 以 *1,, 是 有 限 维 的 ,并 
昌吉 数 等 项 式 的 系数 和 | “1 1 作为 AM 的 对 偶 空间 ，M 也 是 有 限 


维 的 , 而 且 具 有 相同 的 维 数 . 因为 MS 等 同 于 (*M,,)* ， 而 且 这 些 空间 都 是 有 限 维 
的 , 所 以 有 *M,, 与 (Mt)* 的 一 个 标准 同 构 , 而 且 在 此 同 构 之 下 , 元 素 d*f e AM，， 
看 作 (M*)* 的 元 素 , 满足 
(6) df(v) = vf). 
令 
1 
Or 属 


_ adoep) 


(7) Br? 


lp(m) 


因为 导数 是 线性 的 ， 又 因为 了 在 序 点 的 值 只 依赖 于 f 在 mm 点 的 芽 , 而 且 当 f 在 


mn 的 一 个 邻 域 上 为 常数 , 或 者 当 f 是 在 m 点 为 零 的 函数 的 [Qj+1 重 积 时 ， 2 为 


| 
0 至 


是 Mh 的 基 , 并 且 与 $M 的 基 (5) 对 偶 . 如 果 v 是 m 点 的 一 个 k 阶 切 向 量 , 那么 


零 ， 了 是 | 总 是 mm 点 的 一 个 [oj 阶 切 向 量 . 由 此 可 知 ， 


as 


9 = hb, 
(9) v= by 5 
其 中 ， 

(10) b= Pn —x(m))). 


用 基 (8) 表 示 , 等 式 (3) 变 为 
10° 


(1) o = 二 
al 


Ta 
Im 


如 同 在 一 阶 切 向 量 的 情况 , 习惯 于 把 切 向 量 看 作 函 数 自身 上 的 运算 而 不 是 看 
作 它们 的 芽 上 的 运算 . 实际 上 , 当 f 在 m 的 一 个 邻 域 上 是 C~ 的 且 v 是 m 点 的 任 
何 阶 的 切 向 量 时 , 定义 
(12) uf) =f). 
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最 后 ,正如 在 与 一 个 可 微 映射 5: M 一 N 相伴 的 切 向 量 和 微分 之 间 存 在 自然 映 
射 一 样 , 当 ve M* 且 9 是 9(m) 的 邻 域 上 的 C™“ 函 数 时 ,也 存在 由 


dsplu)(9)=vgop)， 
13 
人 dgop) 
定义 的 线性 映射 


dp : MS 一 NA 
(14) | ee 


brp: Mm) 一 4 


容易 验证 , 式 (13) 确 实 定义 映射 (14), 而 且 映 射 bsp 和 6%p 是 对 偶 的 . 

鉴于 引 理 1.16, 本 节 中 一 阶 切 向 量 的 定义 与 定义 1.14 是 一 致 的 . 而 且 , 已 经 
看 到 函数 f 的 一 阶 微分 df 的 三 种 解释 . 解释 (14) 与 原来 的 定义 1.22(1) 一 致 ; 解释 
(6) 与 1.22(6) 一 致 ; 此 外 还 有 另外 的 解释 (1). 
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1.27 定义 邻 MN 是 C7 映 射 . 

(a) 如 果 d 弥 ,对 于 每 一 个 meM 都 是 非 奇 异 的 , 那么 是 一 个 浸入. 

(b) 如 果 ? 九 一 一 浸 人 , 那么 偶 (M, 功 是 N 的 一 个 子 流 形 . 

(ce) 如 果 4 泌 一 一 浸 人 ,并且 它 还 是 一 个 到 内 的 同 胚 , 那么 是 一 个 幅 入 ， 即兴 
作为 一 个 到 发 罗 内 的 映射 ， 关 于 相对 拓扑 是 开 的 . 

(d) 如 果 % 把 M 一 一 地 映射 到 NN 上 , 而 且 少 ! 是 C* 的 , 那么 4 所 一 个 微分 同 有 

1.28 关于 1.27 的 注释 例如, 实 直线 及 可 以 浸入 到 平面 中 . 如 下 图 中 所 列 
举 的 情形 ， 其 中 第 一 种 情况 是 浸入 但 不 是 子 流 形 ,第 二 种 情况 是 子 流 形 但 不 是 嵌 
入 , 第 三 种 情况 是 嵌入 . 


| Ed E> 密 


1 
1 
: 


漫 人 但 不 是 子 流 形 嵌入 
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注意 到 , 若 (U, gp) 是 一 个 坐标 系 , 那么 pg: Uy( 加) 是 一 个 微分 同 凸 . 

微分 同 胚 的 复合 仍然 是 微分 同 胚 . 因而 微分 同 胚 关系 是 微分 流 形 族 上 的 等 价 
关系 . 一 个 局 部 Euclid 空间 完全 可 能 具有 彼此 相 异 但 相互 微分 同 胚 的 可 微 结构 
(见习 题 2). Milnor 在 一 篇 著名 的 论文 中 证 明了 存在 这 样 的 局 部 Euclid 空间 (如 5")， 
它 具 有 互 不 微分 同 胚 的 可 微 结构 9. 也 存在 着 这 样 的 局 部 Euclid 空间 ， 它 根本 就 
没有 可 微 结构 4 

如 果 % 旦 一 个 微分 同 胚 ， 那么 dy 就 是 一 个 同 构 , 因为 (ty edy -和 
(dy o dy)| ,都 是 恒 等 变 换 . 反 函数 定理 为 我 们 给 出 了 它 的 局 部 逆 一 一 当 dy 是 
同 构 时 , 多 在 到 的 一 个 邻 域 上 是 微分 同 胚 . 在 回顾 反 函 数 定理 的 严格 叙述 之 前 , 先 
给 出 一 个 定义 , 在 后 面 的 几 个 系 中 将 需要 它 . 

1.29 定义 对 于 在 meM 的 一 个 邻 域 上 定义 的 C7 函数 的 集合 {y…… 邹 来 说 ， 
如 果 各 微分 dy…,dy 在 M”, 中 构成 独立 集 , 那么 就 称 集合 {ym,，…, 妇 是 mm 点 的 独立 集 ， 

1.30 ” 反 函 数 定理 令 UC R“ 是 开 集 , 令 f: UR" 是 C™~ 映 射 . 如 果 Jacobi 
和 矩阵 


Or 


id 


在 meU 是 非 奇 异 的 , 那么 存在 一 个 开 集 适合 re VC U, 而 且 使 得 由, 把 V 一 一 
地 映射 到 开 集 扩 V) 上 , 并 且 (由 ,是 C™ 的 . 

这 是 从 高 等 微 积 分 直接 接受 的 结果 之 一 . 至 于 它 的 证 明 ,请 读者 查阅 有 关 文 
献 ， 如 文献 [31] 或 文献 [6]. 

系 (a) 假设 MN 是 C0~ 映 射 , me M,， 并 且 d 水 Mn 一 Nm 是 一 个 同 构 ， 
那么 存在 m 的 一 个 邻 域 U 使 得 炎 UW 四 是 到 N 中 开 集 W( 上 的 一 个 微分 
同 胚 . 

证 明 注意 到 dimM=dimN， 设 为 d. 选取 m 点 的 坐标 系 (V, 及 与 A(m) 点 的 
坐标 系 (W, 适合 VCW. 令 YH)=p，7( 交 mm))=g. 映射 7owoy |, 的 和 
分 在 p 点 是 非 奇 异 的 . 因而 反 函 数 定理 产生 p 点 适合 万 c w(Y) 的 邻 域 广 上 的 一 
个 微分 同 胚 c 0 一 a(D), 那么 在 m 的 邻 域 U = p 1(D) 上 ，T-!oaoy 便 是 所 
要 求 的 微分 同 胚 . 
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系 (b) 设 dimM=d, 并 且 设 加 ,是 在 moEM 点 的 一 个 独立 函数 集 , 那么 
函数 刀 …,ys 构 成 mo 的 一 个 邻 域 上 的 坐标 系 . 
证 明 设 y 在 包含 mo 的 开 集 U 上 有 定义 . 定义 软 [ 广 ,及 ?为 


Um)=(g (mya(m)) (me dD), 
那么 是 0 的 . 于 是 6y 是 (Rm)) 上 的 一 个 同 构 , 因为 
WV(dni) = daioy) = dy, 
这 昔 涵 着 by|ww) 把 一 个 基 变 成 另 一 个 基 ， 所 以 微分 dy ( 它 是 5y|,(,,) 的 对 侦 ) 是 
一 个 同 构 . 因而 反 函 数 定理 蕴涵 着 y 在 mo 的 一 个 邻 域 VC UV 上 是 微分 同 胚 ， 所 以 当 


限制 在 V 上 时 ， 函数 y…,ys 形 成 一 个 坐标 系 . 

系 (ce) 设 dimM=d 并 且 设 …,y(1<q) 是 m 点 的 独立 函数 集 , 那么 它们 在 
m 的 一 个 邻 域 上 构成 一 个 坐标 系 的 一 部 分 . 

证 明令 ( 轧 mi…,z2) 是 mm 点 的 一 个 坐标 系 , 那么 {dy,…,dy,dz1,…,dza} 张 
成 Mi. 选取 z 中 的 d-! 个 使 得 {dy…,dy,dz;,,…,dzi, ,} 是 Mi, 的 一 个 基 . 然后 
应 用 系 (b). 

系 (d) 令 y: MN 是 C~ 的 , 并 且 假定 dy: M, 一 Num 是 满 射 . 令 z…,z 构 
成 Um) 的 某 个 邻 域 上 的 坐标 系 , 那么 zo 儿 …,z1o 少 在 m 的 某 个 邻 域 上 构成 坐标 
系 的 一 部 分 . 

证 明 dy, 是 满 射 蕴涵 着 对 偶 映射 gb 是 单 射 . 因而 函数 {ziow := 1 …, 
在 mn 点 是 独立 的 , 因为 wy(dz;) = d(z; o 功 ,于 是 断言 可 从 系 (c) 得 出 . 

系 (e) 设 {y…, 员 是 mm 的 一 个 邻 域 上 的 C~ 函 数 的 集合 , 使 得 它们 的 微分 张 
成 Mu ， 那么 { 寻 的 一 个 子 集 构成 m 的 一 个 邻 域 上 的 坐标 系 . 
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证 明 ”容易 选取 一 个 子 集 使 它们 的 微分 组 成 M;, 的 一 个 基 . 再 应 用 系 (b). 

系 (外 令 M3 入 是 0™ 上 映射, 并 目 假设 dy%: Mn 一 Nwm 是 单 射 . 令 )…,z 
构成 ym) 的 一 个 邻 域 上 的 坐标 系 , 那么 函数 {zi o 少 } 的 一 个 子 集 构成 m 的 邻 域 上 
的 坐标 系 . 特别 地 , 4 得 mm 的 邻 域 上 是 一 一 的 . 

证 明 ”dw 是 单 射 芍 涵 着 6y|,(,,) 是 满 射 . 这 蕴涵 着 {d(z; o) = 6y(dzi): 
i 二 1…, 信 张 成 M”， 于 是 本 系 可 从 系 (e) 得 出 . 

1.31 经 常会 发 生 这 种 情况 ， 从 流 形 N 到 流 形 M 中 的 一 个 C~ 映 射 , 设 为 少 
通过 M 的 一 个 子 流 形 (P, 而 分 解 ， 即 W(N)cCy( 了 P). 因此 有 N 到 P 中 的 唯一 确定 
的 映射 多 使 得 po W = 少 . 问题 是 : 如 何 时 是 C~ 类 的 ? 情况 不 一 定 总 是 这 样 . 例 
如 , 令 N 和 尸 都 是 实 直 线 , 令 M 是 平面 . 令 (R,w) 和 (R,y) 都 是 “8” 形 的 子 流 形 ， 
它们 具有 完全 相同 的 象 集 ; 它们 的 差别 是 当 t 土 oo 时 , WA( 引 沿 水 平方 向 趋向 于 交 
点 , 而 y() 沿 着 竖 直 方向 趋向 于 交点 . 再 设 W(0)=y(0)=0, 那么 甚至 不 是 连续 
的 , 因为 姑 ' (1,1) 由 原点 加 上 形 如 (as+o0) 和 (一 00, 一 @)( 对 某 个 a>0) 的 两 个 开 
集 纪 


组 成 . 
2 2 
a | ES | 
、~、 
wR) oR) Rs 
WA 9 
Ww 人、、 
ss 


1.32 定理 假设 水 NM 是 0 的 , (P, 加 是 M 的 一 个 子 流 形 , 并 且 退 过 (P， 
办 而 分 解 ， 即 WN)cCy(P). 由 于 yp 是 单 射 , 所 以 存在 N 到 P 内 的 唯一 一 个 映射 多 
使 得 po wo = 多. 


w 


N M: 


~ 
> 
“加 S$ 
0 、、 
Pp 


a 


(a) 若 网 是 连续 的 , 则 它 是 C™ 的 . 

(b) 车 wp 是 一 个 嵌入 , 则 区 是 连续 的 . 

响 为 连续 的 另 一 种 重要 情形 发 生 在 当 (P, yp) 是 M 上 的 对 合 分 布 的 积分 流 形 时 ， 
就 像 将 在 1.62 中 所 看 到 的 那样 . 
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证 明 ”结果 (b) 是 明显 的 . 因而 可 以 假设 多 是 连续 的 . 下 面 来 证 它 是 _C” 的 . 
只 要 证 明 P 能 由 各 坐标 系 (U, 刀 覆 盖 使 得 映射 re 加 限制 在 开 集 加 -1(U) 上 是 C” 
的 即 可 . 令 peP, 令 (V，7) 是 M2 中 y(p) 的 邻 域 上 的 坐标 系 , 那么 由 1.30 的 系 ()， 
存在 从 恨 * 到 一 个 适当 的 空间 ( 它 是 通过 置 某 些 坐标 函数 等 于 0 而 得 到 的 ) 上 的 投影 
使 得 映射 + = roYoy 生成 p 的 邻 域 VU 上 的 一 个 坐标 系 , 那么 

ToWlai) = 7070po Play) 
= T7070 Ww 

而 它 是 C™ 的 . 

1.33 ”关于 子 流 形 的 进一步 注释 ”对 于 M 的 子 流 形 ( 和 ,py) 和 (NN,，yy)， 如果 
存在 微分 同 胚 a: N, 一 入 ,使 得 pi = yp，o a ， 则 称 这 两 个 流 形 是 等 价 的 . 


这 是 M 的 所 有 子 流 形 组 成 的 集 族 上 的 一 个 等 价 关系 . 每 一 个 等 价 类 E 有 唯一 的 一 
个 形 如 (4, 引 表示 ， 其中，4 是 M 的 一 个 子 集 ， 并 且 带 有 一 个 流 形 结构 使 得 包含 映 
射 人 4 一 M 成 为 一 个 C" 浸 入 , 即 如果 (N, yp) 是 6 的 任何 代表 , 那么 M 的 子 集 4 必 
然 是 pg( 入). 可 以 通过 要 求 m N 一 4 是 一 个 微分 同 胚 而 诱导 出 4 上 的 流 形 结构 . 具 
备 了 这 个 流 形 结构 ，(4,i) 就 成 为 M 的 一 个 等 价 于 (N, y) 的 子 流 形 . 这 是 4 上 唯一 
的 一 个 满足 (4,i) 等 价 于 (NN, p) 这 一 性 质 的 流 形 结构 ， 因 而 这 是 6 的 唯一 一 个 这 样 的 
表示 . 

以 下 几 节 中 , 某 些 定理 的 结论 说 明 存在 满足 一 定 条 件 的 特殊 子 流 形 . 唯一 性 
是 在 上 面 定义 的 等 价 性 意义 上 来 说 的 . 尤其 是 , 若 把 M 的 子 流 形 看 作 子 集 4CM， 
并 且 带 有 使 得 包含 映射 成 为 C< 浸 入 的 流 形 结构 ,那么 唯一 性 就 意味 着 子 集 是 唯 
一 的 而 且 带 有 唯一 的 第 二 可 数 的 局 部 Euclid 拓扑 和 唯一 的 可 微 结 构 . 

对 于 MM 的 子 流 形 是 (4 的 情况 (其 中 , ;是 包含 映射 )， 常 常 省 略 i 而 只 说 子 流 
形 AcM. 

令 4 是 M 的 一 个 子 集 , 那么 4 上 使 (4,i) 成 为 M 的 子 流 形 的 可 微 结构 ， 如 果 
有 则 一 般 不 止 一 个 . 例如 ，1.31 节 中 的 图 示 就 列举 了 平面 上 “8” 形 的 两 种 不 同 的 
流 形 结构 ,其 中 的 每 一 种 都 使 “8” 形 连同 包含 映射 一 起 成 为 R? 的 一 个 子 流 形 . 然 
而 ， 有 下 列 两 个 唯一 性 定理 , 它们 都 包含 着 关于 4 上 拓扑 的 条 件 . 

(a) 令 M 是 一 个 微分 流 形 且 4 是 M 的 子 流 形 . 固定 4 上 的 一 个 拓扑 , 那么 在 
4 上 至 少 存在 一 个 可 微 结构 使 得 ( 4, 是 M 的 一 个 子 流 形 , 其 中 , i 是 包含 映射 . 
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(b) 仍然 令 4 是 M 的 子 流 形 . 如 果 按 相对 拓扑 4 有 一 个 可 微 结构 使 得 (4,i) 
成 为 M 的 一 个 子 流 形 , 那么 4 有 唯一 的 一 个 流 形 结构 ( 即 唯一 的 第 二 可 数 的 局 部 
Euclid 拓扑 连同 一 个 唯一 的 可 微 结构 ) 使 得 (4,i) 成 为 M 的 一 个 子 流 形 . 

把 证 明 这 些 结论 留 给 读者 作为 习题 . 结果 (a) 可 以 从 应 用 定理 1.32 来 得 出 . 结 
果 (b) 强 烈 地 依赖 于 关于 流 形 为 第 二 可 数 的 假设 . 对 于 它 的 证 明 , 除了 应 用 定理 
1.32 之 外 , 还 需要 用 到 习题 6 中 的 命题 . 

1.34 片 设 (U, yg) 是 M 上 的 一 个 坐标 系 ,以 zw…,zs 为 坐标 函数 ; 设 是 一 
个 整数 (0<c<qd). 令 aey( 四, 并 目 令 


(1) S={geU:z(g)= 7(a),i=c+L,.…,d}. 
M 的 子 空间 5 连同 坐标 系 
(2) {zjls :7= b,c} 


构成 一 个 流 形 , 它 是 M 的 子 流 形 , 称 为 坐标 系 (UU 同 的 一 个 片 . 

1.35 命题 “ 令 %:M NM 是 一 个 浸入. 令 meM, 那么 存在 一 个 以 作风 为 中 
心 的 立方 体 坐 标 系 (V, 罗 和 mm 的 一 个 邻 域 0 使 得 如 ,是 1:1 的 而 且 四 是 (V, 内 
的 一 个 片 . 

证 明 令 (W, 力 是 一 个 以 Um) 为 中 心 的 坐标 系 ， 并 且 以 加 …,; 加 为 坐标 函数 . 
由 1.30 的 系 (人 ), 可 以 把 坐标 函数 重新 编号 使 得 


(1) F=morToy 


是 m 的 邻 域 V' 上 的 坐标 映射 , 其 中 ，7。 : R* 一 及 “是 到 前 c 个 坐标 上 的 投影 . 定 
义 (meo7) (7(V')) 上 的 函数 {2 为 


| 人 一)， 
Ti 一 


Yi—Yoyor lonor (i=c+b,.,d). 


(2) 


函数 集 {在 Wm) 点 是 独立 的 , 因为 在 Um) 点 ,对 于 某 些 常数 ui 有 


dy (i=1,…,0), 
(3) dz 十 


i 


e 
dy + daydy; (i=c+l…,d). 
和 1 


由 1.30 的 系 (b), {2z} 构 成 Wm) 的 一 个 邻 域 上 的 坐标 系 . 令 Y 是 %(m) 的 一 个 邻 域 使 
得 m…ma 构 成 一 个 立方 体 坐 标 系 . 以 9 表示 相应 的 坐标 映射 . 令 U = w1(V)NV'， 
那么 UV 和 (V, 他 就 是 所 要 求 的 邻 域 和 坐标 系 - 
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uM N 
W w 
m a 
多 
地 
Re 
5 


要 强调 的 是 , 这 个 命题 只 是 说 存在 m 的 一 个 邻 域 态 使 得 的 切 是 坐标 系 (V, 人 
的 一 个 片 . 即使 (M, 妇 是 N 的 一 个 子 流 形 , 也 完全 有 这 样 的 可 能 : WAM)mY 根本 


就 不 是 一 个 片 ， 甚至 连 片 的 并 也 不 是 . 例如 , 仍然 考虑 平面 上 的 “8” 形 子 流 形 : 


然而 , 在 (M, 纺 是 一 个 嵌 人 子 流 形 的 情况 下 ,可 以 适当 选取 坐标 系 ( 幻 使 得 整个 
克 M0nY 是 一 个 单 片 

现在 来 考虑 要 扩张 到 什么 程度 , 流 形 上 的 C~ 函 数 的 集合 才能 够 决定 子 流 形 
上 的 C~ 函 数 的 问题 . 令 (M, 办 是 N 的 一 个 子 流 形 , 于 是 , 车 契 C~( 入 ), 那么 fi, 


当然 是 M 上 的 0™ 函 数 (更 确切 地 说 ，fo 是 M 上 的 C0” 函数 ). 然而 , 一 般 其 北 并 
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不 成 立 , 即 并 非 M 上 所 有 的 C~ 函数 都 是 由 N 上 的 C ~ 函数 限制 于 M 上 而 产生 
的 . 为 了 使 道成 立 ,假定 4 泌 一 个 绕 入 并 且 假定 改 M) 是 闭 的 , 这 是 必要 也 是 充分 的 . 
在 下 列 命 题 中 证 明 充分 性 , 而 将 必要 性 的 证 明 留 作 练习 , 这 便 是 后 面 的 习题 11. 

1.36 命题 令 %:M 一 和 是 一 个 嵌入 且 使 得 必 M) 在 N 中 是 闭 的 . 如 果 
4eC”(M), 那么 存在 在 C~(N) 使 得 fo = 9. 

为 了 简化 记号 , 隐 去 映射 而 认为 MCN. 

证 明 ”对 于 每 一 个 点 peM, 在 NN 中 存在 一 个 包含 p 的 开 集 0,, 并 且 存 在 g 的 
一 个 扩张 把 9 从 ONM 扩张 成 0, 上 的 一 个 C~ 函 数 辑 . 只 需 把 0, 取 成 以 p 为 中 
心 的 立方 体 坐 标 邻 域 , 使 Mn O, 是 一 个 单 片 ; 然后 把 在 定 义 为 0, 到 该 片上 的 投影 
后 面 跟 接 9 的 复合 . 集 族 { 0,: pEM} 连 同 W - M 构 成 NN 的 一 个 开 覆 盖 . 由 定理 1.11 
可 知 ,存在 一 个 单位 分 解 {p}(j=1,2,…) 从 属于 这 个 覆盖 . 选取 一 个 子 序列 ( 仍 将 
它 记 为 {pj)) 使 得 suppPpmM=G. 对 于 每 个 这 样 的 j 可 以 选取 一 个 点 p; 使 得 
supppC Op， 那 么 = Dv,, 是 N 上 的 一 个 0“ 函数, 而 且 fy = 9 

了 


6 隐 函 数 定理 


从 反 函 数 定理 将 得 到 两 个 定理 , 它们 提供 了 证 明 流 形 的 某 些 子 集 是 子 流 形 的 
一 种 极为 有 用 的 方法 . 在 关于 可 微 映射 的 适当 条 件 下 , 其 值 域 的 一 个 子 流 形 的 逆 
像 是 其 定义 域 的 一 个 子 流 形 . 首先 回忆 经 典 隐 函数 定理 的 叙述 . 这 只 是 基本 “ 隐 范 
数 ” 定 理 (1.38 节 ) 的 一 种 局 部 (但 在 某 种 程度 上 更 为 显然 的 ) 形 式 , 将 对 流 形 来 证 明 
它 . 建议 读者 在 阅读 1.38 之 后 提出 1.37 的 一 个 证 明 . 

1.37 ” 隐 函 数 定理 令 UCR xR 是 开 的 , 令 f:U0 一 R* 是 C~ 的 . 把 
及 “4 x R4 上 的 典范 坐标 系 记 为 (ii,…, 7._a, 51,…, s4). 假设 在 点 (os0) EU ， 


fln, 50) = 0, 


of 
Os; 
是 非 奇异 的 , 那么 存在 no 在 有 R““ 中 的 一 个 开 邻 域 V 和 5, 在 及 4 中 的 一 个 开 邻 域 


W, 使 得 VxW CcU , 而 且 存 在 一 个 Cr 映射 gg VW 使 得 对 于 每 个 (p,q) € 
VxW, 


而 且 矩 阵 


(mw， 本 


(1) fl(p,q9)=0 Sg= yg(p). 
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1.38 定理 ”假定 多 M' 一 NN! 是 C 的 , 设 n 是 NN 的 一 点 , P= (nn) 是 非 空 的 ， 
而 且 dy: Mn 一 Num 对 所 有 meP 都 是 满 射 , 那么 了 有 了 唯一 的 流 形 结构 使 得 (了 ,i) 
是 M 的 一 个 子 流 形 , 其 中 , i 是 包含 映射 . 而 且 i: P_M 实际 上 是 一 个 嵌入 , 并且 
尸 的 维 数 是 cd. 

证 明 根据 1.33 的 结果 (b)， 只 要 证 明 按 相对 拓扑 ，P 有 一 个 可 微 结构 使 得 
(Pi 是 M 的 一 个 c-d 维 子 流 形 就 行 了 . 为 此 只 需 证 明 若 meP, 那么 在 M 中 存在 
点 的 邻 域 上 的 一 个 坐标 系 使 得 PU 是 具有 恰当 维 数 的 单 片 . 令 maza 是 N 中 
以 n 为 中 心 的 一 个 坐标 系 , 那么 由 于 dy : M, 一 N, 是 满 射 , 所 以 从 1.30 的 系 (d) 可 
知 ,函数 族 

{W = 7209:i= 1,.…,d} 


构成 meM 点 的 坐标 系 的 一 部 分 . 完成 m 的 邻 域 VU 上 的 一 个 坐标 系 
Vayart…yes 那么 PNU 恰 好 是 由 


= = = y=0 
给 出 的 该 坐标 系 的 片 . 
在 这 个 定理 中 ,只 要 微分 在 逆 像 的 每 一 点 上 是 满 射 ， 就 能 证 明 一 点 的 逆 像 是 
个 子 流 形 . 一 个 点 可 以 看 作 一 个 0 维 子 流 形 . 下 面 通过 证 明 在 适当 的 条 件 下 , 高 
维 子 流 形 的 逆 像 本 身 就 是 子 流 形 来 推广 这 个 定理 . 
1.39 ”定理 假设 水 MW 是 C~ 的 , 并 且 假 定 (0°, 内 是 N 的 一 个 子 流 形 . 
设 当 mewyn'(y(0)) 时 , 有 


0) Neo = dy(Mn)+de(O 


Com) 
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(不 必 是 直 和 ), 那么 车 P=w!(y(O)) 并 且 蚌 非 空 的 , 则 可 以 给 定 P 的 一 个 流 形 结 
构 得 (Pj 是 M 的 一 个 子 流 形 , 其 中 , i 是 包含 映射 , 而 且 


(2) dimM—dimP=dimN—dim O. 


此 外 ,如 果 (O， 光 ) 是 一 个 嵌入 子 流 形 , 那么 (Pi) 也 是 , 而 且 在 此 情况 下 ，P 上 有 了 唯 
一 的 一 个 流 形 结构 使 得 (P,i) 是 M 的 一 个 子 流 形 . 

一 般 地 , 若 (O, yp) 不 是 陪 入 子 流 形 , 那么 未 必 有 相对 拓扑 ， 于 是 P 上 就 没有 
唯一 的 流 形 结构 使 得 (P,i) 是 子 流 形 . 留 给 读者 自己 去 补充 这 方面 的 例子 . 

证 明 证 明 是 通过 把 这 种 情况 局 部 地 化 为 定理 1.38 的 情况 来 完成 的 . 令 pe 0， 
由 命题 1.35， 能 够 选择 p 点 的 一 个 邻 域 W 和 以 g(p) 为 中 心 ， 以 mvza 为 坐标 函数 
的 坐标 系 (V, 刀 使 得 y( W) 是 片 


(3) T+i=0 (j=b,…,d—ce). 
令 
(4) 7: Re 一 及， Ta) = (oo yad)， 
于 是 ， 
(5) xor(p(W)) = {0}. 
令 
(6) U1(W. 
再 令 
(7) 内 =Toro 如 :一 及 全 . 


B71B7 册 - 
2 


现在 , (3)~(7) 蕴 涵 着 
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(9) 六 (0) = (pW)). 
对 于 每 个 点 me 机 !(0) ，d 业 | 是 满 射 , 这 是 因为 d(no 7 是 满 射 并 且 因为 
由 (1), (5) 和 (7), 有 

dro7)(Nwm)= dh (Mm) + {0}. 


因而 由 1.38, 1(y( 内 ) 有 唯一 的 一 个 流 形 结构 使 得 (rw J), 引 是 M 的 一 个 子 
流 形 , 而 且 在 这 个 流 形 结构 中 ,w(x(W)) 具 有 相对 拓扑 并 且 维 数 等 于 
dimM-dimN+dim 0. 用 这 种 集合 的 一 个 可 数 族 { W;: =1,2,3,…]} 覆 盖 0, 那么 


(9) P=Uyw (em)) 
i=] 


如 果 斌 那么 子 流 形 洲 1(y( W)) 和 wr!(y(W)) 相 交 于 彼此 的 开 子 集 . 由 此 可 知 ， 
各 个 六 1(y( Wi)) 上 的 拓扑 之 并 构成 P 上 的 一 个 拓扑 基 . 由 于 这 个 拓扑 , 已 成 为 一 个 
维 数 等 于 dimM-dimN+dimO 的 局 部 Euclid 空间 ,而且 P 是 第 二 可 数 的 , 因为 式 
(9) 把 已 表示 成 第 二 可 数 的 开 子 集 的 可 数 并 . 各 个 y!(y( Wi)) 上 的 流 形 结构 在 交 先 
处 是 相 容 的 , 因为 六 1(y( Wi)) 上 的 流 形 结构 或 六 1(y( Wi)) 的 任何 开 子 集 ] 的 唯一 性 
使 得 (Wr1(y( Wi)), 是 M 的 子 流 形 ( 由 1.33 节 的 结果 (b)). 因而 已 上 的 包含 各 个 
信 1(Y( WW)) 上 的 坐标 系 而 且 关 于 1.4(b) 是 极 大 的 坐标 系 族 构成 P 上 的 一 个 可 微 结 
构 . 现在 从 (六 (yl( Wi)), 引 都 是 子 流 形 这 个 事实 立即 得 出 (P,i) 是 M 的 一 个 子 流 形 . 
如 果 (O, 网 是 一 个 嵌入 , 那么 可 以 把 坐标 邻 域 V 选取 得 充分 小 使 得 y( OJNV 仅 由 
单个 片 光 两 组 成 , 因而 P= 六 1(y( 砚 ). 这 说 明 在 此 情况 下 ,已 有 相对 拓扑 , 因 
此 (已 久 是 一 个 嵌入 . 在 这 种 情况 下 , 流 形 结构 的 唯一 性 可 由 1.33 节 的 结果 (b) 得 以 
保证 . 

1.40 例子 

d 
(a) 在 R" 上 ,函数 f(p) = 》 ,ni(p》 的 微分 除 在 原点 之 外 是 满 射 . 因而 由 定理 


i=1 
1.38 可 知 ， 对 于 一 个 常数 r>0, 球面 站 (?) 有 唯一 的 流 形 结构 ,而 且 这 个 流 形 结构 
使 得 这 个 球面 在 包含 映射 下 成 为 RR 的 一 个 子 流 形 . 特别 地 , 这 与 例 1.5(d) 中 的 流 
形 结构 是 相同 的 . 
(b) 定义 从 一 般 线 性 群 Gl(d，RR )[ 例 1.5( 人 j 到 所 有 d x a 实 对称 和 矩阵 构成 的 向 
量 空间 上 的 一 个 映射 V 为 


WA4) = 4 人 4， 
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其 中 , 4: 是 矩阵 4 的 转 置 . 令 
0(d) = 办 (0)， 
其 中 , 7 是 4xd 单 位 矩阵 , 在 矩阵 的 乘法 运算 之 下 ，O(d 是 Gl(d, RR) 的 子 群 , 称 之 


为 正 交 群 . 为 了 应 用 定理 1.38 推 出 0(d) 有 唯一 的 流 形 结构 使 得 (O(d), ) 是 Gl(d, R) 
的 子 群 , 并且 推出 在 这 个 流 形 结构 中 i 是 一 个 嵌入 ,而 且 0(d) 的 维 数 是 


Sa 一 ])， 只 需 验 证 在 每 一 个 oe 0(d) 处 , dw 是 满 射 . 为 此 只 要 验证 d 兴 是 满 射 即 
可 . 因为 当 oe O(d) 时 ， 
=on, 


其 中 , r( 由 o 产 生 的 右 平移 ) 是 由 rx( 刀 =7o 定 义 的 GUd, RR) 上 的 微分 同 胚 . 细节 留 
给 读者 作为 习题 . 


7 向 量 场 


1.41 定义 ”1.23(c) 中 已 定义 过 光滑 曲线 o: (a,b) 一 M 及 其 切 向 量 6(t). 如 果 
映射 0: [a,9] 一 M 对 于 某 个 e>0 能 扩张 成 一 个 从 (a-e, 寻 日 到 M 中 的 0 映射, 则 
称 映 射 o 是 M 中 的 一 条 光滑 曲线 . 如 果 存在 一 个 划分 a=aoo<amw<…<an=b 使 得 
cl 对 于 每 个 记 01…m-1 都 是 光滑 的 , 则 称 曲线 o: [a, 昌 一 M 是 分 段 光滑 的 . 


注意 到 , 分 段 光滑 曲线 必定 是 连续 的 . 如 果 o: [a,5] 一 M 是 M 中 的 一 条 光滑 曲线 ， 


那么 它 的 切 向 量 
ot) = do 到 | € Mo 
t 


对 于 每 一 个 te[a, 如 都 是 完全 确定 的 . 

1.42 定义 沿 曲线 a [ao 一 M 的 一 个 向 量 场 X 是 一 个 提升 o 的 映射 万 
[eg 一 T(M), 即 ro 和 = o. 如 果 映 射 蕊 [ao 一 TU 是 C~ 的 , 则 把 向 量 场 X 称 
为 沿 o 的 光滑 (C7) 向 量 场 . 在 M 中 开 集 VU 上 的 向 量 场 X 是 UV 到 7T(M) 中 的 一 个 提 
升 ， 即 映射 六 UT(M) 使 得 


ToX = U 上 的 恒 等 映 射 . 


另外 , 向 量 场 环 是 光滑 的 (C 的) 意味 着 XeEC™~(U,T(M)). VU 上 光滑 向 量 场 的 集合 
依 显然 的 方式 构成 及 上 的 一 个 向 量 空间 而 且 是 UV 上 的 C” 函数 环 C™~( 0 上 的 模 . 
车 了 是 VU 上 的 向 量 场 且 me U, 那么 XX(m)( 常 记 为 X,,) 是 Mo 中 的 一 个 元 素 . 如 果 
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f 是 U 上 的 C 函 数 , 那么 X(CP) 也 是 VU 上 的 函数 , 它 在 m 点 的 值 是 X,,( 


nM 
XO 
于 
7 


"77 


1.43 命题 令 X 是 M 上 的 一 个 向 量 场 , 那么 下 列 论断 是 等 价 的 : 
(a) X 是 C* 的 . 
(b) 如 果 ( 思 zi…,zj) 是 M 上 的 一 个 坐标 系 , 而 且 { a} 是 由 

0 


d 
Xl = 2 dz; 
定义 的 U 上 的 函数 族 , 那么 eC™( 加 U). 
(e) 当 V 在 M 中 是 开 的 并 且 在 C™( WV 时 , 则 有 X(DeC™(V). 
证 明 (a) 坟 (b) X 是 光滑 的 就 蕴涵 着 X|, 是 光滑 的 ,又 因为 可 微 映射 的 复 
合 仍然 是 可 微 的 , 由 此 可 知 dz; o Xl 是 光滑 的 (回想 到 dz 是 "(UCT(M) 上 的 坐 
标 函数 , 1.25(3)). 但 是 ， 


dzioXlr = i: 


因此 a 是 U 上 的 0™ 函 数 . 
(b) 坊 (c) 只 要 证 明 X(]), eC”(D) 即 可 , 其 中 ， (Uni…,z) 是 M 上 使 得 
UCV 的 任意 一 个 坐标 系 . 但 是 由 (b)， 


_ 0f 
X(Ply = Page 
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而 且 右边 是 VU 上 的 C> 函数 . 

(0) 坟 (a) 为 证 明 关 是 C 的， 只 要 证 明 Xl 是 C> 的 即 可 ,其 中 (已 oz 
是 M 上 的 任意 一 个 坐标 系 . 为 证 明 Xl 是 C™ 的 ,只 需 验证 Xl 与- (UV) 上 的 典 
范 坐标 函数 1.25(3) 的 复合 是 C™ 函 数 . 现在 ，zi oroXlp =z，dzioXlr = X(zi)， 
它们 全 都 是 VU 上 的 C~ 函数 . 

1.44 Lie 括号 如 果 久 和 Y 都 是 M 上 的 光滑 向 量 场 , 通过 置 


(1) [X,Yn(D=Xn( YD— Yn( XN 


来 定义 一 个 新 的 向 量 场 [X,Y], 并 且 称 之 为 XX 和 YY 的 Lie 括号 . 
1.45 ”命题 
(a) [X, 了 7 的 确 是 M 上 的 光滑 向 量 场 . 
(b) 如 果 fge C™(M), 那么 


LX,9Y]=folX, YI+AX9) Y—g( YDX. 


(¢) [X, 了 = 一 [也 加、 

(d) [[X,7, 习 +[[ 玫 耻 ， 为 +[[2 到 ， 到 =0 对 M 上 的 所 有 光滑 向 量 场 X,Y,2 成 
立 . 

将 证 明 留 作 习 题 . (d) 称 为 Jacobi 恒等式 . 带 有 一 个 满足 (c) 和 (d) 的 双 线 性 运 

算 的 向 量 空间 称 为 Lie 代数 . 

1.46 定义 令 X 是 M 上 的 一 个 光滑 向 量 场 . 如 果 M 上 的 一 条 光滑 曲线 0 
对 于 c 的 定义 域 中 的 每 个 + 都 有 

ot) = X(olt)), 

那么 就 称 曲线 "是 XX 的 一 条 积分 曲线 . 

1.47 令 X 是 M 上 的 光滑 向 量 场 , 令 meM. 现在 考虑 这 样 一 个 问题 : 式 的 过 
m 点 的 积分 曲线 一 定 存在 吗 ? 如 果 存在 ， 它 是 否 唯一 ? 

一 条 曲线 7: (a,b) 一 M 是 羡 的 一 条 积分 曲线 当 且 仅 当 


0 u 人 到 j= XAO) (te(ad)). 
TI 


以 坐标 来 说 明 这 一 点 . 设 0e(a, 癌 且 7 (0)=m. 选取 m 点 的 一 个 坐标 系 (人 以 
ai 为 坐标 函数 . 由 1.43(b)， 


d 
0 A -Dh 
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其 中 , 上 是 U 上 的 C ~ 函数. 而 且 , 对 于 每 个 使 得 ?(be 世 的 二 


d 4 dzon| 8 
dy 二 = . 
(3) 加 | >» dr | ar 网 
因而 鉴于 (2) 和 (3), 等 式 (1) 变 为 
dd(zio7| 0 4 0 
4 No = ND ， 
(4) 2 dr lal 2 A ) a i 


因而 7 是 XX 在 Y'(U) 上 的 一 条 积分 曲线 当 且 仅 当 


(5) Esa 


a = how (n,m) (ld te7(D)), 


it 
其 中 ，% = zio 7. 等 式 (5) 是 一 个 一 阶 常 微分 方程 组 ,对 于 它 来 说 ， 有 基本 存在 
唯一 性 定理 当 把 这 些 定理 译 成 流 形 的 术语 时 ， 就 得 出 下 面 的 定理 . 

1.48 定理 令 X 是 微分 流 形 M 上 的 一 个 0 向量 场 . 对 于 每 一 个 me M, 在 
RU{ 土 co} 中 都 存在 a(m) 和 bm), 并 且 存 在 一 条 光滑 曲线 
(1) Yr: (a(m), Bm)) = M, 
使 得 

(a) 0e(a(m), b(m)) 并 有 %,(0)=m. 

(b) %。 是 X 的 一 条 积分 曲线 . 

(c) 如 果 K (c,d) 一作 是 满足 条 件 (a) 和 (b) 的 一 条 光滑 曲线 , 那么 (c,d)cC(a(m)， 
b(m)) 并 且 j = 加 [ea 

在 下 列 定义 之 后 , 将 继续 叙述 这 个 定理 . 

定义 ”对 于 每 个 te 及 ,通过 置 
(2) X(m)= Yn(d) 
来 定义 一 个 定义 域 为 
(3) ZF={meM: te(a(m), bm))} 
的 变换 X. 

(d) 对 于 每 个 meM, 存在 m 的 一 个 开 邻 域 V 和 一 个 e>0, 使 得 从 (-e,e)xV 
到 M 中 的 映射 
(9) 他 四 一 Xi(p) 
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有 定义 而 且 是 C” 的 . 
(e) 对 于 每 一 个 统 是 开 的 . 
© Ua=M. 


t>0 
(8) 区 2- 杀 , 是 一 个 微分 同 胚 并 以 X ,为 道 . 
(h) 令 s 和 + 都 是 实数 , 那么 X, 。X, 的 定义 域 包含 在 及, 之 中 但 一般 不 等 于 
久 ,。 然而 在 s 和 4 两 者 具有 相同 符号 的 情况 下 ，X, o X 的 定义 域 是 ,而且 在 
X,oX, 的 定义 域 上 有 


(5) Xs o 和 一 


证 明 令 (a(m)， 6b(m)) 是 符合 下 列 条 件 的 所 有 开 区 间 之 并 : 这 些 区 间 均 包含 
原点 , 而 且 它们 是 满足 把 原点 映射 到 m 点 这 个 条 件 的 XX 的 积分 曲线 的 定义 域 . 
(a(m)，b(m)) 二 儿 [由 此 (f) 款 成 立 ] 可 以 从 将 基本 存在 定理 (参见 文献 [11]28 页 定理 
4) 应 用 于 1.47 节 的 方程 组 (5) 而 得 到 . 现在 , 如 果 a 和 [是 XX 的 以 开 区间 4 和 B( 适 
合 于 ANBz 儿 ) 为 定义 域 的 积分 曲线 , 并 且 a 和 [在 某 一 点 He ANB 有 相同 的 初始 条 
件 a()=t), 那么 由 唯一 性 基本 定理 (参见 文献 [11]28 页 定理 3), 使 得 a 和 [在 它 
上 面 一 致 的 4ANB 的 子 集 非 空 并 且 是 开 的 , 而 且 由 连续 性 它 又 是 闭 的 ; 因此 由 
ANB 的 连通 性 , 这 个 子 集 就 等 于 ANB. 由 此 可 知 , 存在 在 (a(m)，b(m)) 上 定义 的 
一 条 积分 曲线 7m， 而 且 它 满足 (a),(b),(c) 诸 款 . 

存在 一 个 e>0 和 m 点 的 一 个 邻 域 V 使 得 映射 (4) 在 (-e,e)xV 上 有 定义 , 这 是 
文献 [11]29 页 定理 7 的 内 容 . 映射 (4) 是 光滑 的 . [因此 (d) 款 成 立 ] 可 从 文献 [11]29 页 
定理 9 关于 1.47 方程 组 (5) 的 解 对 于 初 值 的 可 微 性 得 出 . 

接 下 来 证 明 (h) 款 . 令 te(a(m), b(m)), 那么 s 一 ynlt+s) 是 站 的 一 条 积分 曲 
线 , 适合 初始 条 件 0 Y(t) 并 且 具 有 极 大 的 定义 域 (a(m) 一 tb(m) 二 .从 (c) 款 可 
知 


(6) (a(m)—t,b(m)—t)=(a( yn(t)), b(n(D))), 

而 且 对 于 区 间 (6) 中 的 s， 

(7) Tu 人 (5) = Tmt + s). 

令 m 属 于 X,oX, 的 定义 域 , 那么 te(a(m), b(mm)) 且 se(a(3Yn( 四 ,b(n( 旭 )), 因而 


由 区 间 (6), stte(a(m), b(m)). 从 而 me 多 :而 且 式 (5) 从 式 (7) 得 出 . 容易 构造 出 例 
子 说 明 X 。X 的 定义 域 一 般 不 等 于 久 ,( 如 考虑 民 * - {0} 上 适合 =-1 和 t=1 的 


向 量 场 也 ) 然而 ， 如 果 。 和 + 二 者 具有 相同 的 符号 ,而且 meSxw 即 若 
1 
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st+te(a(m)，b(m)), 那么 由 此 可 知 ，te(a(m)，b(m)), 而 且 由 (6)，se(a(3n(D)， 
bn(b); 因此 mm 在 Xo X, 的 定义 域 中 . 

如 果 三 0, 则 (e) 和 (g) 是 平凡 的 , 因而 假定 二 0 且 me 留 [如果 t<0, 则 由 类 似 
的 论证 可 以 证 明 (e) 和 (g)]. 从 (d) 款 和 [0，1] 的 紧 性 可 知 , 存在 x%([0, 1) 的 一 个 邻 域 
W 与 一 个 e>0 使 得 映射 (4) 在 (-e,e)xW 上 有 定义 而 且 是 C~ 的 . 选取 一 个 充分 大 
的 正 整 数 n 以 使 得 t/ne(-e,e). 令 a = XJ,， 并 且 令 两 = oan!(W), 那么 对 
于 计 2,…,n, 归纳 地 定义 


au 一 Xanly,, 


和 

Wi = af (Wi). 
a 是 开 集 Wi1CW 上 的 一 个 C™ 映 射 . 由 此 可 知 , W, 是 W 的 开 子 集 , W 包 含 m( 因 
为 如 果 将 入/n 与 其 自身 复合 n 次 并 应 用 于 m, 那么 得 到 (四 ,并且 它 在 W 中 )， 
又 由 (h) 款 可 知 


(8) a ooaao…oanlw， = Xl 


所 以 WC 纹 , 因此 缀 是 开 的 , 这 证 明 (e) 款 成 立 . 

最 后 , XX 是 撤 到 名, 上 的 1: 1 映射 并 以 X ,为 道 . XX 是 C0" 的 (对 X_, 也 是 类 似 
地 ) 可 从 式 (8) 得 出 , 而 式 (8) 把 扎 局 部 地 表示 成 C~ 映 射 的 复合 . 因此 X. 是 从 纹 
到 多 ,的 一 个 微分 同 胚 , 这 证 明 (g) 款 成 立 , 于 是 定理 1.48 证 毕 . 

1.49 定义 ”M 上 的 一 个 光滑 向 量 场 XX, 若 对 所 有 请 多 = M( 即 对 于 每 个 me 
Ym 的 定义 域 都 是 (一 0o0, co))， 则 称 该 向 量 场 是 完备 的 . 在 这 种 情况 下 ， 变换 成 构成 
M 上 的 一 个 由 实数 参数 化 的 变换 群 ， 称 之 为 X 的 单 参数 群 . 如 果 X 不 是 完备 的 ， 
那么 变换 X, 不 能 构成 一 个 群 ， 因为 它们 的 定义 域 依赖 于 t. 在 这 种 情况 下 , 把 变换 
族 X, 称 为 X 的 局 部 单 参 数 群 . 

1.50 评注 不 完备 向 量 场 的 一 个 简单 例子 , 可 以 考虑 在 除去 原点 的 平面 上 
的 向 量 场 而 得 到 如 果 a>0, 那么 过 (a, 0) 点 的 极 大 积分 曲线 的 定义 域 是 (a， 
十 00). 在 流 形 M 为 紧 的 情况 下 ，M 上 的 任何 C~ 向 量 场 都 是 完备 的 . 证 明 留 作 习 
题 . 

1.51 定义 令 %: MN 是 C™ 的 . 如 果 给 定 meM, 存在 m 的 一 个 邻 域 U 
和 Wm) 的 一 个 邻 域 V 使 得 UCV, 而 且 在 V 上 还 存在 一 个 0“ 向 量 场 革 使 得 


文 og = Xb， 
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那么 沿 4 的 光滑 向 量 场 X( 即 XeC~(M,T(N)) 且 noXX= 少 ) 有 在 N 中 的 局 部 C~ 
扩张 . 

1.52 评注 容易 证 明 , 沿 着 一 个 浸 人 %: MN 的 C™ 向 量 场 六 总 有 入 中 的 
局 部 C0“ 扩张. 可 是 如 果 % 不 是 浸入 , 那么 这 样 的 扩张 一 般 不 存在 . 考虑 下 面 的 例 
子 . 首先 在 实 直线 中 定义 沿 着 一 条 光滑 曲线 a : 有 R 一 下 的 光滑 向 量 场 X. 令 
(GD ad 一刀 


( 即 o 一 其 中 , "是 及 上 的 典范 坐标 函数 ). 并 且 令 


d 
(2) X(t)= dl(t) = da 加 | 
da 
TR) 一 -一 TI(R) 


大 


1 
dr | 1 
1 
1 
R 


因为 o 是 一 个 同 胚 映射 ， 所 以 在 了 及: 上 有 一 个 诱导 向 量 场 误 使 得 上 面 的 图 表 交 换 . 
现在 六 是 沿 a 的 一 个 光滑 向 量 场 , 但 是 误 不 是 及 :上 的 光滑 向 量 场 . 为 了 证 明 这 一 
点 ， 令 三 那么 


hn d 
(3) X, = Xa) = X(t) = do| 虽 | 
_dald 32.d = 3u23 d 
drl drlac) drlod) drl。 
因而 
(4) 部 = 3r%a 4 
dr 


而 且 函 数 ”在 原点 是 不 可 微 的 . 如 果 通 过 置 
(5) a(t)=(#, 0) 
将 a 扩张 成 一 个 到 平面 内 的 映射 ， 而且 仍然 令 X(i) = dlt), 那么 X 是 沿 着 平面 


内 的 一 一 0™ 曲 线 a 的 一 个 光滑 向 量 场 , 它 不 允许 任何 到 (0, 0) 的 邻 域 的 局 部 扩张 . 
1.53 命题 令 meM', 并 且 令 X 是 M 上 的 一 个 光滑 向 量 场 使 得 X(m)=0, 那 
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么 在 mn 的 一 个 邻 域 上 存在 一 个 以 ma,…,z 为 坐标 函数 的 坐标 系 使 得 


0 
(1) Xl = 刘 : 
证 明 选取 一 个 中 心 在 mm 点 、 坐 标 函 数 为 W…,ya 的 坐标 系 (V, 人 使 得 
8 
X = 一 . 
@) "| 


从 1.48(d) 可 知 ,存在 一 个 e>0 入 “中 原点 的 一 个 邻 域 WW 使 得 映射 
ta 0a)= X(T (0,oo ad) 


对 于 (ta2,…,ag) E(-e,e)xW C RR! 是 完全 确定 的 而 且 是 光滑 的 , 于 是 o 在 原点 是 
非 奇异 的 ， 因 为 


0 
d 
人 


0 
On 


|- | 
o > On 


因而 由 1.30 的 系 (a),， y=o 1 是 m 的 某 个 邻 域 VU 上 的 坐标 映射 . 令 zw…,zs 表 示 坐 
标 系 (U, 多 的 坐标 函数 ,那么 由 于 


和 oo 


a| 
= (这 2). 
| Oyil, 


do =X. 


oa(baay…vad) 


刘 
nl an) 


X， = 
5- 引 | 


1.54 定义 令 水 MN 是 C~ 的 , 对 于 M 上 的 光滑 向 量 场 和 和 N 上 的 光滑 
向 量 场 Y, 如 果 dpo 和 =Yop， 则 称 它们 是 9 相关 的 . 

1.55 命题 令 %: MN 是 C" 的 , 令 X 和 六 是 M 上 的 光滑 向 量 场 ; 令 Y 
和 用 是 N 上 的 光滑 向 量 场 . 如 果 XX 与 Y 是 yp 相关 的 , 总 与 于是 gp 相关 的 , 那么 
[%, 思 | 与 [Y 1 是 yp 相关 的 . 

证 明 必须 证 明 dp o[X, 六 ]= [Zijop. 为 此 令 meM 且 在 C~(N), 那么 
必须 证 明 


(D dA[X, Xn) N=[Y, Ylam(h). 


所 以 有 
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直接 展开 定义 式 得 


(2) dp([X, XD)n() =[X, 入 (fo 内 
= Xn (Xf op) — Xl, (Xf op) 
= xX,((dpo X)0) = Xl (dpo X))) 
=X, (YN op)— Xl, (YN) on) 
= dpe(Xn)(Y()) dp, ) (YO) 
= Yo(Y()) Filo CCD) 
= 区 sm 人 有) 


8 分 布 和 Frobenius 定理 


1.56 定义 令 是 一 个 整数 ,1<c<d. 4 维 流 形 M 上 的 一 个 “ 维 分 布 多 就 是 
在 MM 的 每 一 个 点 m 上 对 M 的 c 维 子 空间 纹 m) 的 一 种 选择 . 如 果 对 M 中 的 每 个 
mn 都 存在 m 的 一 个 邻 域 UV 并 且 在 VU 上 存在 c 个 C "类 的 向 量 场 多 …,X. 使 得 它 
们 在 忆 的 每 一 点 上 张 成 多 那么 多 是 光滑 的 . 对 于 M 上 的 一 个 向 量 场 来 说 ,如 
果 对 每 个 meM, 都 有 Xne 纹 m), 那么 就 说 六 属于 分 布 红 XE 纺 )( 或 者 说 多 在 分 
布 多 中 ). 一 个 光滑 分 布 多 如 果 当 厌 和 了 是 在 多 中 的 光滑 向 量 场 时 ， 有 [X Ye 多 
则 称 分 布 多 是 对 合 的 (或 者 称 为 完全 可 积 的 ). 

1.57 定义 对 于 M 的 一 个 子 流 形 (N, 幼 来 说 ， 如 果 对 每 个 neN, 都 有 


(1) dMAN")= ZV(n)), 


则 称 (N, 功 是 M 上 的 分 布 多 的 一 个 积分 流 形 . 

1.58 评注 本 节 的 目的 是 要 证 明 ,过 M 的 每 一 点 存在 多 的 积分 流 形 的 充分 
与 必要 条 件 为 : 多 是 对 合 的 . 或 许 有 时 会 用 “完全 可 积 的 ”这 个 说 明 性 的 词汇 来 代 
替 “ 对 合 的 ”这 一 术语 . 要 求 积分 流 形 是 这 样 一 个 子 流 形 : 它 的 切 空间 与 由 分 布 决 
定 的 子 空间 一 致 . 可 以 通过 只 要 求 子 流 形 在 每 一 点 的 切 空间 被 包含 于 而 不 必 等 于 
分 布 来 定义 一 个 较 弱 的 积分 流 形 概念 . 可 能 会 出 现 这 样 的 情况 : 分 布 9 在 有 低 维 
“积分 流 形 ” 的 意义 上 是 “可 积 的 ”， 但 在 没有 极 大 维 数 的 积分 流 形 的 意义 上 不 
是 完全 可 积 的 . 除非 另 有 特别 说 明 ， 对 于 分 布 的 积分 流 形 概念 总 是 采用 极 大 维 数 
的 积分 流 形 的 意义 ， 即 如 同 在 1.57 节 中 所 定义 的 那样 . 

1.59 命题 “ 令 多 是 M 上 的 一 个 光滑 分 布 使 得 过 M 的 每 一 点 都 有 多 的 一 个 
积分 流 形 , 那么 多 是 对 合 的 . 

证 明 邻 久 和 YY 都 是 儿 中 的 光滑 向 量 场 , 令 meM. 必须 证 明 [X, YE (m). 
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令 (N 纺 是 G 的 过 和 m 点 的 一 个 积分 流 形 ， 而 且 假定 Wmo)=mm. 因为 dy: N= 多 (YW(n)) 
在 NN 中 的 每 一 个 点 n 都 是 同 构 , 所 以 存在 W 上 的 向 量 场 叉 , Y 使 得 


0 dw%o 于 =Xow, 
dyoY =Yow. 
容易 验证 六 和 了 是 光滑 的 . 由 命题 1.55, [ 久 , 了 ] 与 [X,Y 是 yw 相关 的 . 因此 
[XY], = dy([X,?),) € Zlm). 
1.60 定理 (Frobenius) 令 多 是 MM 上 的 一 个 c 维 C~ 对 合 分 布 . 令 meM, 那 
么 存在 多 的 一 个 过 m 的 积分 流 形 . 实际 上 ,存在 一 个 以 m 为 中 心 , 以 mw…za 为 
华 标 函数 的 立方 体 坐 标 系 (U, yp) 使 得 片 


(1) 二 常数 ， 所 有 ie{c+1,…,d} 


都 是 多 的 积分 流 形 . 而 且 如 果 (NN, 功 是 的 连通 积分 流 形 使 得 KN)CU, 那么 WN) 
位 于 这 些 片 之 一 中 . 

证 明 用 关于 。 的 归纳 法 来 证 明定 理 的 存在 性 部 分 . 对 于 c= 1 的 情况 ,选取 
一 个 位 于 多 中 的 、 在 m 的 一 个 开 邻 域 上 定义 的 向 量 场 使 得 X(m)=0, 那么 命题 
1.53 产生 mm 点 的 一 个 坐标 系 (以 多， 它 可 以 取 为 中 心 的 立方 体 的 ， 使 得 
和 = 总 .因此 定理 对 于 = 成立 

1 
现在 设 对 于 c-1 定 理 成 立 , 证 明 它 对 于 < 维 分 布 多 成立. 因为 G 是 光滑 的 ,所 


以 在 m 的 一 个 邻 域 六 上 存在 张 成 多 的 光滑 向 量 场 六,…,X。。 由 命题 1.53， 存 在 以 
mm 为 中 心 并 且 适合 VC 六 的 坐标 系 (Vyy…,y) 使 得 


(2) Xl = 
在 V 上 , 令 
Y= 
1 1 
0 上 = Xi— XX (i=2,.,0), 


那么 向 量 场 Y,，…, Y. 是 在 V 中 张 成 多 的 独立 C0 向量 场 . 令 3 是 片 m=0, 并 
且 令 


(4) 2:= Yl (2,,0). 
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那么 因为 (2) 和 (3) 荀 涵 着 
(5) Y(n)=0 (于 2…,o)， 


所 以 名 实际 上 是 8 上 的 向 量 场 , 即 当 geS 时 , 2(geS,. 2 张 成 S 上 的 一 个 c-1 维 
光滑 分 布 . 可 以 断言 这 个 分 布 是 对 合 的 . 实际 上 , 与 六 是 i 相关 的 (i 是 8 在 M 中 
的 包含 映射 ) 因此 由 命题 1.55, 2 的 Lie 括号 与 的 Lie 括 号 也 是 i 相关 的 . 但 是 
[到 区 (>2) 没 有 沿 到 方向 的 分 量 (应 用 于 yy 等 于 0). 因此 存在 Cx 函 数 cy, 使 得 
在 V 上 


(6) [¥,»] Se 
k=2 
因而 
(7) (2,2;]= Dcinls Zi: 
k=2 


这 证 明 3 上 的 分 布 是 对 合 的 . 由 归纳 假设 , 在 5 中 存在 m 的 某 个 邻 域 上 的 中 心 坐 
标 系 wu 使 得 对 所 有 ie{c+1…,d}, 由 w= 常数 定义 的 片 恰好 是 这 个 邻 域 上 
由 奴 …,Z. 张 成 的 分 布 的 积分 流 形 . 

函数 


(8) 下 = 


Tj = Wjon (7j=2,…,d) 


(其 中 , x: V5 是 y 坐 标 系 中 的 自然 射影 ) 于 m 在 M 中 的 某 个 邻 域 上 有 定义 , 它 
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们 在 m 点 是 独立 的 , 而 且 它们 在 m 点 全 为 零 . 因而 在 m 的 一 个 适当 邻 域 上 有 
一 个 以 zi…,zty 为 坐标 函数 的 中 心 立方 体 坐 标 系 (U, yp). 现在 证 明 在 U 上 ， 


(9) Yl(z)=0 (lc; =1.%d-0). 
由 此 可 知 , 向 量 场 也-,…,7 -在 U 的 每 一 点 构成 9 的 基 , 因而 片 (1) 是 多 的 


积分 流 形 . 
为 了 证 明 (9), 我 们 首先 注意 到 (8) 荀 涵 着 在 U 上 


oz; _ |1 (i=)), 


(19) Bh lo G=2050), 
从 而 (2), (3) 及 (10) 蕴 涵 着 在 U 上 
(1) = 总， 


所 以 (9) 对 记 1 肯定 成 立 . 现在 令 ie{2,…,c}, re{1…,d-cj, 那么 由 (11), 有 
(19) 起 Cer) =¥i(z04) = [Yrerr). 
的 对 合 性 车 涵 着 有 函数 cu 使 得 
(13) [6 = Deon. 
大 =1 
利用 (13), 则 (12) 变 为 


0 0) = ole) (2G ml 人 中 
Oz k=2 


片 五 = 常数 …, 环 一 常数 
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固定 UV 的 形 如 w= 常数 …,z= 常 数 的 一 个 片 . 在 这 样 一 个 片上 ，Wi(zsn) 仅 为 五 的 
函数 , 而 且 (14) 变 为 关于 的 c-1 维 齐 次 线性 微分 方程 组 . 这 样 的 微分 方程 组 对 
于 给 定 的 初始 值 有 唯一 的 解 凸 .因为 方程 组 是 齐 次 的 ， 所 以 零 函数 是 一 个 解 . 但 
是 每 个 这 样 的 片 在 SNU 中 有 唯一 一 个 点 , 而 且 在 Sn 上， 


(15) Yen)=2 (wen)=0 (E20). 


第 一 个 等 式 从 (4) 和 (8) 得 出 ; 第 二 个 等 式 可 从 下 列 事实 得 出 : S 上 由 Z 决 定 的 分 布 
的 积分 流 形 是 由 w 坐标 系 中 的 适当 的 片 给 出 的 . 从 (14) 和 (15) 得 知 ,函数 Y:(z.1,) 
在 U 上 必然 恒 为 零 ， 因而 (9) 成 立 ， 于 是 归纳 步骤 完成 . 

最 后 设 (N， 幼 是 多 的 一 个 连通 积分 流 形 并 且 使 得 XN)cU. 令 z 是 到 "到 最 后 
dc 个 坐标 上 的 射影 ,那么 儿 中 的 向 量 被 d(x op) 零 化 . 因而 对 于 每 个 ne N， 


d(ropo), =0. 


由 定理 1.24，x ow o 少 是 一 个 常 值 映射 因为 N 是 连通 的 . 从 而 WKN) 包含 在 由 (1) 
所 表示 的 一 个 片 中 . 

1.61 评注 Frobenius( 弗 罗 贝 尼 乌 斯 ) 定 理 的 经 典 形式 显得 与 1.60 节 中 的 形 
式 很 不 相同 . 经 典 的 Frobenius 定理 可 以 表述 如 下 : 

令 0 和 了 分 别 为 玉 " 和 下" 中 的 开 集 . 在 民 * 上 使 用 坐标 74…,r, 而 在 RR" 上 使 
用 坐标 5…,so. 令 
(1) b:UxV — M(n,m) 


是 从 UxV 到 所 有 nxm 实 矩 阵 的 集合 中 的 一 个 C™~ 映 射 ， 令 (n,s0)eEUxV. 如 
果 在 UxV 上 ， 


ob, ob, £0b, Db 
2 By dd i 
人 on Ors + 区 08 | 


和 1 
(= bm; = 1,…,m), 
那么 存在 mm 在 U 中 的 邻 域 页 和 % 在 了 中 的 邻 域 矶 以 及 唯一 的 一 个 C~ 映 射 
(3) a:UoxW —V, 
使 得 若 
Qa(7)=a(7,s) (re Uo, se Vo), 
则 对 所 有 (7,s) s Uo x 功 ， 
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cs(m) 一 5 
(9 ba | = br, a(™,s)). 


方程 (4) 是 所 谓 的 全 微分 方程 . 在 (1) 中 说 明 映 射 的 微分 应 像 一 个 图 函数 , 并 且 
在 (2) 中 得 到 带 有 特定 初始 条 件 的 这 样 一 个 映射 存在 的 充分 必要 条 件 . 可 以 证 明 这 
种 形式 等 价 于 定理 1.60. 例如 , 若 从 M* 上 的 一 个 对 合 的 c 维 0" 分布 多 和 一 个 点 
mEM 开始 ， 则 能 够 从 经 典 形式 得 出 定理 1.60 如 下 : 首先 选取 m 点 的 一 个 坐标 系 
( 卫 本 以 y…,ya 为 坐标 函数 且 适 合 7(W) = UxV C Rx 恨 , 而 且 在 UxV 
上 存在 C0" 丽 数 所 (i 二 1…,c; j= 二 1,…,d 一 c) 使 得 向 量 场 


0 ¢ 0 
5) ， 到 = 一 +> or 
@ Oy 全 记 Oyetj 


在 W 上 张 成 纹 那么 可 以 像 在 (1) 中 那样 通过 置 
(6) br,s) = {fi(™,s)} 


来 定义 一 个 映射 上 结果 , 多 的 对 合 性 蕴涵 着 (2) 被 满足 ,而 且 从 映射 a 就 能 得 到 所 
要 求 的 坐标 系 1.60(1). 反 过 来 也 能 用 类 似 的 方法 从 1.60 得 出 定理 的 经 典 形式 . 

第 2 章 将 给 出 以 微分 形式 和 微分 理想 表述 的 Frobenius 定理 的 另 一 种 形式 . 

在 定理 1.32 中 曾经 考虑 过 这 样 一 种 情形 : 一 个 C~* 映 射 图 N 一 M 完全 分 解 M 
的 一 个 子 流 形 ( 忆 内 使 得 = Po 加， 其 中 ， 为:N 一 已, 并 且 找 出 了 网 为 C 的 
充分 条 件 . 有 一 种 重要 情况 发 生 在 当 (P, yp) 是 M 上 的 一 个 对 合 分 布 的 积分 流 形 时 . 

1.62 定理 设 水 N 一 Mi 是 C0 的, (P, yp) 是 M 上 一 个 对 合 分 布 多 的 积分 流 
形 ， 而 且 4 院 全 分 解 (P, p), 即 UMN)cCy(P). 令 Yo: NP 是 使 得 po Wr = 纱 的 (唯一 ) 
映射 . 


N 多 


M 
0) 、、、 | 
% A 


9 
*p 


那么 为 是 连续 的 [因此 由 1.32(a) 可 知 它 是 C~ 的 ]. 

证 明 令 p 属 于 P 中 的 一 个 开 集 U, 令 ne 号 1(p). 利用 定理 1.60 可 以 得 到 
一 个 开 集 方 适合 pe 万 c IT 和 一 个 以 yg( 也 ) 为 中 心 、 以 4…,zy 为 坐标 函数 的 立方 体 
坐标 系 (V, 力 使 得 片 
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CO) z= 常数 (对 所 有 iE {c+b…,d)) 
是 多 在 V 中 的 积分 流 形 , 并 且 使 得 (0) 就 是 片 
(3) sen = = =0. 


信友 在 NN 中 是 开 的 . 令 W 是 六 1( 太 的 包含 n 的 分 支 , 那么 W 是 开 的 . 为 证 明 

员 是 连续 的 ,只 需 证 明 W(W)e UcU. 由 图 表 (1) 可 交换 性 和 2 的 内 射 性 ， 只 需 

证 明 W WW 在 V 的 片 (3) 中 即 可 . 由 于 是 连续 的 且 W 是 连通 的 , 因此 W) 是 连通 

的 . 此 外 ，W WW 与 片 (3) 至 少 有 一 个 公共 点 Wn). 这 样 一 来 , 由 于 WW 在 APNV 

的 一 个 分 支 中 ， 所 以 只 要 证 明 y( P)NV 的 分 支 都 包含 在 具有 形式 (2) 的 片 中 就 行 了 . 
令 C 是 (PNV 的 一 个 分 支 , 令 r :TY 一 Rd 被 定义 为 


(4) Mm)=(zen(m) ,Ta m)), 


那么 因为 已 是 第 二 可 数 的 ， 又 因为 w(PImnY 是 片 (2) 的 并 是 由 于 (P, 全 是 多 的 一 个 
积分 流 形 . 由 此 可 知 x(y(PN 态 是 由 RR 中 的 可 数 多 个 点 组 成 的 . 从 而 (QO 是 
及 “的 一 个 连通 可 数 子 集 ; 因此 x( OC) 是 单独 的 一 个 点 , 并 且 C 在 单个 片 中 . 

1.63 定义” 流 形 M 上 分 布 多 的 一 个 极 大 积分 流 形 (N, 是 多 的 一 个 连通 积 
分 流 形 , 并 且 它 在 M 中 的 象 不 是 多 的 任何 其 他 连通 积分 流 形 的 真子 集 ， 即 不 存在 
多 的 连通 积分 流 形 (Ni 纺 ) 使 WN) 是 内 (Ni) 的 真子 集 - 

1.64 定理 令 多 是 Mi 上 的 一 个 对 合 的 c 维 C ”分布 . 令 meM, 那么 过 mn 
点 有 多 的 唯一 一 个 极 大 连通 积分 流 形 ,而 且 多 的 过 m 点 的 每 一 个 连通 积分 流 形 均 
包含 在 这 个 极 大 连通 积分 流 形 之 中 . 

证 明 存在 性 . 令 KK 是 M 中 所 有 这 样 一 些 点 的 集合 : 对 于 这 种 点 已 来 说 有 一 
条 分 段 光滑 的 曲线 连接 m 和 p, 而 且 曲 线 的 光滑 部 分 都 是 多 的 1 维 积分 曲线 ， 即 
它 的 切 向 量 属 于 多 由 定理 1.60 和 


一 了 
总 
多 的 积分 曲线 


M 的 第 二 可 数 性 ，M 有 一 个 由 立方 体 坐 标 系 组 成 的 可 数 覆 盖 {【(Di zi ai) : 
i 二 0132…:]} 使 得 多 在 还 中 的 积分 流 形 是 片 


(1) ze4j 二 常数 “(对 所 有 j € {1…,d 一 <}). 
假定 me U. 
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现在 令 peK, 那么 存在 一 个 指标 使 得 pe U; ,而 县 Us 有 一 个 片 8, 具有 (1) 
的 形式 有 包含 p. 注意 到 S，E K. 从 1.60 可 知 ,， 当 Pp 遍历 K 时 ， 所 有 这 种 5; 的 所 
有 开 子 集 组 成 的 集 族 形成 上 的 一 个 局 部 Euclid 拓扑 的 基 . 而 且 如果 取 包含 集 族 


(2) Ea pT 


的 坐标 系 [关于 1.4(b)] 的 极 大 族 , 那么 就 得 到 K 上 的 一 个 可 微 结构 . 可 以 断言 , 带 
有 这 种 拓扑 和 可 微 结构 的 是 一 个 连通 的 c 维 可 微 流 形 . K 显然 是 连通 的 , 因为 由 
构造 方法 可 知 它 是 道路 连通 的 . 只 需 证 明 K 上 的 拓扑 是 第 二 可 数 的 即 可 . 为 此 固 
定 一 个 ie(0,1,…). 只 需 证 明 在 天 中 至 多 有 可 数 个 的 片 ，U 的 位 于 K 中 的 每 个 
点 能 够 由 一 条 其 值 域 也 在 K 中 的 分 段 光滑 曲线 与 m 相连 接 . 对 于 连接 从 m 到 U; 
中 的 点 的 每 一 条 这 样 的 曲线 对 应 着 (虽然 不 是 唯一 地 ) 坐 标 邻 域 的 一 个 有 限 序列 


(3) Uo Us Ui Us 


| 


S, 
» 


使 得 曲线 依次 通过 它们 . 因而 曲线 从 的 包含 mn 的 片 开 始 ， 穿 过 Ui; 的 某 个 片 ， 然 
后 经 过 U; 的 某 个 片 , 如 此 继续 下 去 , 经 过 有 限 步 直 至 到 达 区 的 一 个 片 . 因为 从 加 
到 以 至 多 有 可 数 多 个 这 样 的 序列 ,所 以 只 需 证 明 对 每 个 这 样 的 序列 有 至 多 可 数 个 
按 上 面 方式 可 以 到 达 的 的 片 . 为 此 只 需 注 意 到 对 任何 jke{0,1,…}, 的 单个 片 
只 能 与 以 的 至 多 可 数 个 片 相交 . 因为 若 5 是 蕊 的 单个 片 , 那么 Sn 以 是 8 的 一 个 
开 子 流 形 , 因此 它 至 多 由 可 数 个 分 支 构成 , 每 个 这 样 的 分 支 是 急 在 忆 中 的 一 个 连 
通 积分 流 形 ， 因 此 位 于 Ui 的 单个 片 中 . 这 就 证 明了 K 的 第 二 可 数 性 . 


U 


现在 (K, 让 (其 中 KM 是 包含 映射 ) 是 M 的 一 个 子 流 形 , 并 且 是 多 的 通过 
到 点 的 一 个 连通 积分 流 形 . 而 且 (K, 引 还 是 多 的 一 个 极 大 的 连通 积分 流 形 . 因为 若 
令 (W, 办 是 多 的 通过 m 点 的 任何 连通 的 积分 流 形 , 并 且 令 pe WN), 都 会 有 一 条 分 
段 光滑 曲线 c: [0, 一 六, 将 六 1(m) 连 接 到 y1(p)( 因 为 连通 流 形 都 是 道路 连通 的 )， 
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那么 oc 是 儿 的 连接 m 到 p 的 一 条 分 段 光滑 的 1 维 积分 曲线 , 因而 pe 天 从 而 
(NCK. 这 就 证 明 K 是 极 大 的 . 这 样 就 证 明了 多 的 经 过 m 点 的 极 大 连通 积分 流 
形 (K,i) 的 存在 性 , 并 且 证 明了 多 的 经 过 m 点 的 每 个 连通 积分 流 形 的 象 在 KK 中 . 

唯一 性 (参考 1.33). 令 (N, 急 是 多 的 经 过 m 点 的 任何 其 他 极 大 连通 积分 流 形 . 
正如 上 面 所 看 到 的 , (和 N)C K; 因而 可 以 分 解 如 下 : 


M 


由 定理 1.62, 如 是 C0 的 , 而 且 是 1: 1 的 和 非 奇 异 的 , 因为 是 1: 1 的 和 非 奇 异 的 . 
斩 还 是 到 上 的 , 因为 (N, 办 是 多 的 经 过 m 点 的 一 个 极 大 积分 流 形 这 一 事实 著 涵 着 
(不 可 能 是 K 的 真子 集 . 从 1.30 反 函数 定理 的 系 (a) 可 知名 是 一 个 微分 同 胚 . 因 
而 (N, 和 (KK 是 等 价 的 ,而且 多 的 经 过 m 点 的 极 大 连通 积分 流 形 是 唯一 的 . 
习 题 

1. 证 明 在 例 1.5(d) 中 , 实际 上 得 到 了 S* 上 的 一 个 可 微 结构 . 

2. 实 直线 民 上 通常 的 可 微 结构 可 通过 取 .多 是 包含 便 等 映射 的 极 大 族 而 得 到 . 
令 外 是 包含 映射 + 如 的 极 大 族 [关于 1.4(b)]. 证 明天 GH, 但 (R,.F) 和 (RR,R) 
是 微分 同 胚 的 . 

3. 令 {Uj 是 流 形 M 的 一 个 开 覆 盖 . 证 明 存在 一 个 加 细 { Vs} 使 得 对 于 每 个 am 
ED 

4. 利用 流 形 是 正则 的 和 仿 紧 的 这 个 事实 来 证 明 流 形 是 正规 拓扑 空间 . 

5. 证 明 1.25(a), (b) 和 (c). 

6. 证 明 : 如 果 MN 是 C~ 的 、1: 1 的、 到 上 的 且 处 处 是 非 奇 异 的 , 那么 消 
是 一 个 微分 同 胚 . 

这 个 命题 强烈 地 依赖 于 M 的 第 二 可 数 性 . 这 里 给 出 证 明 的 概述 . 这 个 映射 少 
是 微分 同 胚 当 且 仅 当 dy 处 处 是 满 射 . 如 果 dy 在 某 个 点 上 不 是 满 射 , 那么 M 的 维 
数 小 于 六 的 维 数 . 令 dimM=p,dimN=d. 假若 p<d, 那么 可 得 出 矛盾 如 下 : 令 ( 以 
四 是 NN 上 的 一 个 坐标 系 使 得 p(U) = 及 . 因为 狐 把 M 映 到 N 上 , 所 以 po 纱 的 值 
域 是 整个 及 ". 现在 我 们 来 说 明 这 将 产生 矛盾 . 一 种 方法 是 利用 命题 1.35 看 出 
9o 消 的 值 域 是 及 "中 的 无 处 稠密 集 的 可 数 并 ,因此 由 Baire 范畴 定理 , 它 不 可 能 
是 整个 Re. 另 一 种 方法 是 利用 下 述 事实 : p<d 说 明 w ow 的 值 域 在 RR* 中 的 测度 为 
0. 这 也 是 一 个 矛盾 (其 中 , 车 R* 中 的 一 个 集合 能 被 一 系列 球 所 覆盖 ， 而 这 些 球 之 
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并 的 体积 可 以 任意 小 , 那么 这 个 集合 的 测度 为 0). yp o 少 的 值 域 在 RR 中 的 测度 为 
0, 可 从 M 的 第 二 可 数 性 和 C! 映 射 民 ? 一 RR 的 值 域 测度 为 0 得 出 . 而 这 又 可 从 下 
列 事实 得 出 :C0' 映射 RR* 一 了 4 把 零 测 集 变 成 零 测 集 . 为 了 证 明 后 者 , 注意 到 如 果 
f :Ri 一 RR 是 C0' 的 且 4 是 RR* 中 的 紧 集 , 那么 f 在 4 上 有 一 个 Lipschitz 常数 天 
使 得 


If(z) -fo < Kl -yl (zy ead). 


这 样 一 来 , /将 4 中 的 球 的 体积 至 多 能 放大 K* 售 , 因此 它 将 4 中 的 零 测 集 映 射 成 
零 测 集 . 

7. 证 明 1.33(a) 和 (b). 

8. 从 定理 1.38 推出 经 典 的 隐 函 数 定理 1.37. 

9. 令 f:R: 一 及 是 由 


Az,y)=7+7y+y+1l 


本 二 
定义 的 . 对 于 点 p= Q@op=[ 3 
的 嵌 人 子 流 形 ? 

10. 令 M 是 一 个 n 维 紧 流 形 , 令 f:M 一 了 "是 C ~ 的. 证 明了 不 可 能 处 处 是 
非 奇 异 的 . 

11. 试 举 出 反例 来 证 明 : 如 果 将 闭 的 或 嵌入 的 假设 删 去 , 那么 命题 1.36 将 不 
再 成 立 . 实际 上 能 够 证 明 更 多 的 结果 . 这 就 是 ,， 如 果 (M, ) 是 N 的 一 个 子 流 形 使 
得 当 geC™(M) 时 , 则 有 N 上 的 一 个 C* 函 数 f 使 得 foy =g, 那么 % 是 一 个 嵌入 ， 
而 且 %(2M) 在 NN 中 是 闭 的 . 

12. 补充 1.40(a) 和 (b) 的 细节 . 

13. 证 明 命 题 1.45. 

14. 实 直线 上 的 每 一 个 向 量 场 都 是 完备 的 吗 ? 

15. 证 明 : 如 果 ( Uw,…,z) 是 M 上 的 一 个 坐标 系 , 那么 在 U 上 让 起 

人 

16. 令 NCM 是 一 个 子 流 形 . 令 7: (a,b) 一 M 是 一 条 C~ 曲 线 使 得 7(a,b)CN. 
证 明 : 对 于 每 个 te(a,b), 7(t)eN;,(w 未 必 成 立 . 

17. 证 明 紧 流 形 上 的 任何 C* 向 量 场 都 是 完备 的 . 

18. 证 明 C* 映 射 : 及 2 一 RR! 不 可 能 是 一 一 的 . 

19. 补充 Frobenius 定理 的 两 种 形式 1.60 与 1.61 等 价 性 的 细节 . 

20. 令 p: NM 是 C™ 的 , 令 久 是 N 上 的 一 个 0“ 向 量 场 . 假设 当 y(p)=y(g) 


] = 人- 于 -引申 的 哪 上 点 ， 广 (Ka) 是 到 中 


=0. 
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时 , dy(X(p))=dy(X(q)). 在 M 上 有 光滑 向 量 场 Y 是 与 X 9 相关 的 吗 ? 

21. 环 面 是 流 形 SixS' . 把 5! 看 作 复 平面 上 的 单位 圆周 . 通过 置 
ob = (er ez] (其 中 ,a 是 个 无 理 数 ) 来 定义 一 个 映射 p: 民 一 51x51. 证 明 
(R,yp) 是 51x51 的 一 个 稠密 子 流 形 . 这 个 子 流 形 被 称 为 环 面 上 的 相 错 线 . 

22. 令 7(b 是 M 上 的 向 量 场 X 的 一 条 积分 曲线 . 设 了 (=0 对 某 个 成立. 证 
明 7> 是 一 个 常 映射 ， 即 其 值 域 仅 由 一 个 点 组 成 . 

23. 微分 流 形 M 上 的 Riemann 结构 是 对 每 个 切 空 间 M, 上 的 正定 内 积 (,), 的 
一 种 光滑 的 选取 ,其 中 光滑 是 在 下 述 意义 上 来 说 的 : 当 X 和 了 是 M 上 的 C™ 向 量 
场 时 , 则 (X, Y) 是 M 上 的 C> 函数 . 证 明 每 个 微分 流 形 上 都 存在 Riemann 结构 . 
在 证 明 中 将 要 用 到 单位 分 解 . 一 个 Riemann 流 形 是 指 一 个 带 有 Riemann 结构 的 微 
分 流 形 . 

24. 考虑 带 有 标准 射影 :MxN 一 M 和 7 :MxN 一 NN 的 积 流 形 MxN. 

(a) 证 明 a: 收 一 MxN 是 C~ 的 当 目 仅 当 moa 和 xsoa 是 C0 的 . 

(b) 证 明 映射 v 一 (dm(o),dm(o)) 是 (M x)mn) 与 Mm 四 hn 的 一 个 同 构 . 

(c) 令 和 和 了 分 别 是 M 和 N 上 的 C -~ 向量 场 , 那么 由 (b), X 和 了 规范 地 决定 
MxN 上 的 向 量 场 京 = (X0) 和 了 = (0,7) 证 明 [ 久 ,了 Y]=0. 

(d) 令 (momo) e MxN，, 并 且 通 过 置 

i (m) = (m,no), 

im (7) = (mo,n). 
定义 内 射 铝 :M 一 MxN 和 局:N 一 MxN . 令 we(MxN)mm) 令 
= dmi()eM Ww = dno(v)E N,,. 令 f EC™(MxN). 证 明 


Wf)=u(f oi ) + wf oin)-. 
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许多 向 量 空间 和 代数 很 自然 地 与 切 空间 M,, 联系 在 一 起 . 适度 光滑 地 将 这 些 
空间 的 元 素 分 配 到 M 中 的 点 上 ， 就 会 产生 出 各 种 类 型 的 张 量 场 和 微分 形式 . 本 章 
首先 从 多 重 线性 代数 得 出 某 些 相关 事实 ， 然 后 从 2.14 节 开 始 把 这 些 概念 应 用 到 流 
形 上 . 


1 张 量 和 外 代数 


贯穿 2.1~2.13 节 , 始终 用 V,W 和 U 来 表示 有 限 维 实 向 量 空间 . 通常 , 用 V* 
表示 由 Y 上 的 所 有 实 值 线性 函数 组 成 的 了 的 对 偶 空间 . 

2.1 定义 令 F(V,W) 是 民 上 的 自由 向 量 空间 , 它 的 生成 元 是 VxW 的 点 . 
因而 F(V,WW 由 适合 veV 和 wewW 的 偶 (w,w) 的 所 有 有 限 线性 组 合 构成 的 . 令 
R(V,W) 是 由 F(V,W) 的 具有 下 列 形式 的 所 有 元 素 的 集合 生成 的 F(V,W) 的 子 空间 : 


(Vi + ww) — (Vw) — (ww) 


aER 
(1) (Vw + wa) — (V0) — (v, wa) EE 
(av,w) — a(v, w) Wd 
vw,w EW 


(v,aw) — a(v,w) 


商 空间 F(V,W)/R(V,W) 称 作 了 和 W 的 张 量 积 , 记 为 V@W , 包含 FV, WW 的 元 
素 (w,w) 的 V @W 陪 集 记 作 v@w. 从 (1) 可 知 , 在 V @W 中 有 下 列 恒等式 : 


(w+w) BY = VOY+w By, 


v@(W + ww) = + Ww, 


a(v Bw) = a By =v Daw. 


2.2 容易 建立 张 量 积 的 下 列 性 质 , 把 它 留 给 读者 作为 习题 . 

(a) 泛 映 射 性 . 令 P 表 示 从 Vx WW 到 V@W 中 的 双 线性 映射 (v,w) 一 v@uw， 
那么 当 U 是 一 个 向 量 空间 且 1:V xW 一 UV 是 一 个 双 线性 映射 时 ， 存在 唯一 的 一 个 
线性 映射 i#:V @W 一 U 使 得 下 列 图 表 交 换 : 
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Vew 


(1) CW 


1 


VW 22 = 


由 V@W 和 yp 组 成 的 偶 称 作 解 以 V @W 为 定义 域 的 双 线 性 映射 的 泛 映 射 问题 . 
而 且 从 下 述 意 义 上 说 V@W 和 yp 关于 这 个 性 质 是 唯一 的 : 如 果 X 是 一 个 向 量 空 
间 , $5$:VxW 一 天 是 一 个 具有 上 述 泛 映射 性 质 的 双 线性 映射 ， 那么 存在 一 个 同 
构 a:V@ 多 一 和 使 得 com= 斑 . 

(b) Ve@ W 与 W@V 标 准 同 构 . 

(c) V8 (We 与 (V@ W)@ U 标 准 同 构 . 

(d) 由 性 质 (a), 从 xW 到 向 量 空间 Hom( V WW 中 的 双 线 性 映射 唯一 地 决 
定 一 个 线性 映射 a:V" @W 一 Hom(V,W)，, 其 中 , 向 量 空间 Hom(V, WW 是 对 于 
feEV',vEV,weEW, 由 (J,w)(v)= f(v)-w 定 义 的 从 V 到 W 的 线性 变换 构成 的 . 
a 是 一 个 同 构 . 结果 ， 
(2) dimV ®W = (dimV)(dimW). 


(e) 令 {6:i=L…c} 和 坊 :j=b…,d} 分 别 是 V 和 W 的 基 , 那么 
他 ®f:i=b,6j= 1…dj} 是 TY@ W 的 基 . 
2.3 定义 与 V 相 伴 的 (7,s) 型 张 量 空间 V;, 就 是 向 量 空间 


(1) Leerer @. er 
直 和 
(2) T(V)=2,, (rs>0) 


(其 中 ，Voo = 民 ) 称 作为 V 的 张 量 代数 .7T(V) 的 元 素 是 由 各 个 ,的 元 素 构 成 
的 RR 上 的 有 限 线性 组 合 , 称 为 张 量 . 在 @@ 乘 法 之 下 , T(V) 是 一 个 结合 的 、 非 交 
换 的 分 次 代数 ， 其中， 如 果 =wu 8@…8@wun 8 妇 @…@ 志 属于 Vs 
V0 二 @…@ @uQ@…e@ 思 属于 作 。 那么 它们 的 积 uw@ wv 定义 为 
48V= 机 OE， 并且 它 属于 
Vi 4am+s .把 一 个 特定 张 量 空间 V;, 中 的 张 量 称 为 (7,3) 次 齐 次 的 . 一 个 齐 次 张 量 
(比方 说 是 (7,s) 次 的 ), 如 果 它 能 写成 
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从 加 加 信 回 从 @…@ 仿 
的 形式 , 其 中 ，v; EV(i = 1…,7),w EV (j = 4…,s), 则 将 它 称 为 可 分 解 的 . 
2.4 定义 ” 令 C( 几 表示 Z(W 的 子 代数 这 Vio。. 令 KW 表示 由 形 如 
4,@ uv ey) 的 元 素 的 集合 生成 的 CI 的 双边 理想 .并且 置 


(1) IT(V)= I(V)NVeo a 
由 此 可 得 
O) IJ)= 六 rn)， 
名 
而 且 它 是 C(V) 的 分 次 理想 . V 的 外 代数 4( V) 是 指 分 次 代数 C(V)/IV). 如 果 置 
(3) A(V)=Veo /TV) (k29), hb =R, AV)=V, 
那么 


AV)= 人 A). 
k=0 


用 入 表示 代数 A(V) 中 的 乘法 运算 ,并且 称 之 为 棉 积 或 外 积 . 特别 地 ,包含 
1 @…@ 以 的 剩余 类 是 ww 人 入 … 人 入 vw. 
2.5 定义 ”多 重 线性 映射 


价 


(1) h:Vx:…xV =W, 
如 果 对 于 r 个 字母 上 的 置换 群 5, 中 的 所 有 置换 +, 都 有 
(2) urnsortn)) = (sgn h(t sd) (WV EV), 


则 称 ) 是 交错 的 . 式 中 sgn" 是 置换 "的 符号 (如 果 7 是 偶 置 换取 +1, 若 7 为 奇 置 换取 
-1). 把 所 有 交错 多 线性 函数 


个 
< 
Vx:.xV 一 下 


构成 的 向 量 空间 记 为 44(V) ,并 且 为 了 方便 , 令 ho(V)= RR. 
2.6 ”将 外 代数 的 下 列 性 质 留 给 读者 作为 习题 : 
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(a) 如 果 we 本 (Y)，ue 4(P) ,那么 AvE 信 Ni(Y) 而 且 uAu= (-D8vAt 
(b) 如 果 e…*ea 是 了 的 一 个 基 , 那么 


(1) {es} 


是 A(V) 的 一 个 基 , 其 中 ，F 取 遍 {…,d} 的 所 有 子 集 ， 当 然 也 包括 空 集 ， 当 是 
{be…od) 的 于 集 全 … 5 时 ,ez 一人 人 Gi 全 < < 刘 ; 当 G=B 时 ,ep =1. 
特别 地 ， 


(2) eo sR, 


hr(V)= {0 (7>0). 
而 且 由 此 可 知 ， 
dim A(V) = 24， 


dim A(V) = 上 


dl! 


el (0<k<qd). 


提示 : 注意 到 各 元 素 {es} 张 成 A(V). 为 证 明 它们 还 是 线性 无 关 的 ,首先 就 要 
证 明 el 人 …Aes 在 作 (V) 中 不 为 零 . 为 此 必须 证 明 el @…@es 不 属于 JV). 用 基 
向 量 e1,…,el 表示 作 V) 的 一 个 任意 元 素 ， 并 证 明 它 不 可 能 等 于 el @…@es . 然后 
对 于 整个 集合 {es} 的 线性 无 关 性 ， 以 ei 的 适当 积 去 乘 等 式 ”azez 二 0 并 且 置 于 
4a(Y) 中 ， 则 可 推出 各 个 az 全 部 为 零 . 

(o 泛 映 射 性 . 令 92 表 示 Vx…xYy (k 个 ) 到 从 (Y) 中 的 映射 
(oo 和 AAA， 那么 2 是 一 个 交错 的 多 重 线性 映射 ， 于 是 对 于 
Vx…xV (k 个 ) 到 向 量 空间 W 中 的 每 个 交错 多 重 线性 映射 h, 唯一 地 对 应 一 个 线 
性 映射 六 : 丸 (V) 一 到 使 得 ho y=. 


人 入) 
四 | “uN 
i WwW 


把 由 水 (Y) 和 9 组 成 的 偶 称 为 解 以 上 x…xyV 为 定义 域 的 交错 多 重 线性 映射 的 泛 映 
射 问题 ， 而 且 在 下 述 意 义 上 这 是 唯一 的 解 :如 果 X 是 一 个 向 量 空间 并 且 
另 :Yx…xVY 一 XX 是 一 个 同样 具有 交错 多 重 线性 映射 的 泛 映射 性 质 的 ， 以 
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Vx…xV 为 定义 域 的 交错 多 重 线性 映射 , 那么 就 有 一 个 同 构 a: 丸 (V) 一 和 使 得 
Qaogp=9. 

在 W = 及 的 特殊 情况 下 ,图 表 (4) 确 立 A(Vi) 与 Vx…xV (k 个 ) 上 的 所 有 交 
错 多 重 线性 函数 组 成 的 向 量 空间 4(V) 之 间 的 一 个 自然 同 构 


(5) 入) 兰 入 (站 ). 
从 性 质 (b) 得 知 , 对 于 上 > dimV ,水 (Y) = {0}. 

下 面 考虑 空间 Vs。， 丸 (V)，A(V) 与 在 V 的 对 偶 空间 V 上 建立 的 相应 空间 
(六 。， 及 (Y)，4(Y) 之 间 的 各 种 对 偶 性 . 


2.7 定义 令 V 和 W 是 有 限 维 实 向 量 空间 . 了 和 W 的 配对 是 一 个 双 线性 映 
射 ( ，):VxW 一下. 如 果 当 W 中 的 wz 0 时 存在 元 素 veV 使 得 (v,w)0, 且 
当 V 中 的 v 志 0 时 存在 元 素 we W 使 得 (v,w) 0， 则 把 这 个 配对 称 作 是 非 奇 异 


令 V 和 Ww 是 由 ( ，) 非 奇异 配对 的 . 而 且 用 gp(v)(w) = (ww) (veEV,weW) 定 
义 
(1) pVoW’. 
由 此 可 知 ?% 是 1 : 1 的 . 类 似 地 有 一 个 1 : 1 映射 WW 一 V". 因此 V 和 W 有 相同 的 
维 数 ， 由 此 可 知 ,9 是 V 和 Wr" 的 一 个 同 构 。 因而 了 和 W 的 一 个 非 奇 异 配对 以 一 
种 标准 的 方式 产生 一 个 同 构 p:V 一 W” ,而 且 类 似 地 可 产生 一 个 同 构 W 一 V". 

2.8 ”定义 ”(V'),, 与 WV 的 非 奇 异 配 对 . 这 个 配对 是 一 个 双 线 性 映射 
(V'),s XVs 一 民 ,， 它 在 可 分 解 元 素 

V =U OW OW Ou E(V'),s 


和 

LU=W OO WN OW EV 
上 得 出 下 式 : 
(1) (0) = nm) ss): 


容易 验证 ， 只 有 唯一 一 个 这 样 的 双 线性 映射 ， 而 且 它 是 一 个 非 奇 异 配对 ， 这 个 配 
对 确立 一 个 同 构 


(2) (Vs SE (Vo) 
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另 一 方面 , 泛 映射 性 质 2.2(a) 的 明显 扩张 说 明 有 一 个 自然 同 构 
(3) (Vs) S Ms(V), 


其 中 ，M,,(V) 是 所 有 多 重 线性 函数 
个 中 
和 xxxJ 广 xx 一 下 
构成 的 向 量 空间 . 在 同 构 (3) 之 下 ,如果 he (V;,) ,那么 M,,(V) 中 相应 的 多 重 线 
性 函数 满足 


() hye 名) 二 BO) 
最 后 ， 从 (2) 和 (3) 得 到 一 个 同 构 
(5) ()-。 关 Ms(Y). 


2.9 定义 “水 (7) 与 入 (Y) 的 非 奇异 配对 . 这 个 配对 是 双 线 性 映射 
入 (Y)x 太 (Y) 一 及 ， 它 在 太 (W”) 中 的 可 分 解 元 性 = 直入 … 和 人 疏 和 且 (Y) 中 的 
可 分 解 元 4 = 入 … 入 从 上 得 出 

(1) (oa = det(vi (w)). 


同样 容易 验证 ， 有 唯一 一 个 这 样 的 双 线 性 映射 而 且 它 是 一 个 非 奇异 配对 . 对 于 
好 0 来 说 , 配对 只 是 实数 的 乘法 . 这 个 配对 确立 一 个 同 构 


(2) Ah(V') AV). 
将 (2) 式 与 2.6(5) 的 自然 同 构 

(3) A(V) SA(V) 
相 比较 ， 就 得 到 同 构 

(9) (VY ) SS AV). 


利用 同 构 (2)， 并 且 注 意 到 有 限 直 和 的 对 偶 空间 标准 同 构 于 对 偶 空间 的 直 和 ， 
则 得 到 同 构 


(5) AV) = A) AV), 
k=0 k=0 
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而 且 从 (3) 可 得 出 同 构 
(6) AV) s AN)= Dh) 
=0 


今后 , 无 需 进一步 说 明 就 可 通过 配对 (1) 而 使 用 A(V”) 与 AV) 的 等 价 式 (5). 

2.10 关于 2.9 的 注释 

(a) 如 果 {e1,…,es} 是 了 的 一 个 基 , 并 且 在 中 的 对 偶 基 为 {7 7a} ,那么 
在 2.6(b) 中 定义 的 基 {es} 和 {xy,} 是 A(V) 和 A(V”) 在 同 构 2.9(5) 下 的 对 偶 基 . 

(b) 2.9 节 的 式 (5) 和 式 (6) 确 定 了 下 列 同 构 : 


AV') AVY AV). 


其 中 , 第 二 个 同 构 是 从 泛 映 射 性 质 2.6(c) 得 出 的 自然 同 构 ; 第 一 个 同 构 , 暂且 称 之 
为 % 则 是 由 对 于 配对 2.9(1) 的 选择 所 产生 的 . 在 平常 的 应 用 中 还 有 另 一 种 配对 ， 
它 是 通过 以 

0) 他 加 = 让 dettwr tu) 


代替 2.9(1) 得 到 的 . 这 个 配对 给 出 4(Y”) 和 A(V) 的 另 一 个 不 同 的 同 构 ， 称 之 为 
由 于 A(V”) 在 模 乘 之 下 是 一 个 代数 ， 所 以 通过 上 面 的 两 种 同 构 得 到 A(V) 上 的 两 
种 代数 结构 Aw 和 和 ^p . 不 难看 出 ， 若 fe h,(V),g€ 4(V)， 那 么 A(V) 上 的 这 些 
诱导 代数 结构 呈现 出 下 列 形式 : 


(2) fAa g(ob uptg) 一 > (sgn Tf (Vr) Vr(p) 9 (Vr(p+1)»* » Vr(p+g) ) 
pwq 乱 序 排列 


和 


TL 
(3)f hg goes vpte) = 2 (sgnT)j(on0 sa(p))9 (vr(pt) surtptg)- 
(p+9)!rés, 


在 这 里 ， 如 果 r(D) <r(2)<…<r(p) 且 rp+I<…<Tmp+g， 那 么 置换 
T E 5p+4 称 为 一 个 “p,q 乱 序 置换 ”. 从 (2) 和 (3) 得 出 


十 gj 
@ fre 9 = Et fag. 


如 考虑 p=g=1 的 情况 . 令 ? 和 扎 于 V” = 4(P), 令 wwEey，, 那么 YA 5 和 YNg 5 
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而 且 

(5) 7Aa ot) = Hw) — HB(o), 
而 

(6) Yhg ow) = OS) = yo) : 


下 面 只 使 用 配对 2.9(1). 它 有 一 个 优点 ， 那 就 是 它 可 以 避免 像 (6) 中 二 之 类 的 因子. 

2.11 A(V) 上 的 线性 变换 ”用 End(A(V)) 表示 4(Y) 的 所 有 自 同 态 ( 即 从 
4(VY) 到 4(V) 中 的 线性 变换 ) 组 成 的 向 量 空 间 . 令 we A(V). 乘 以 v 的 左 乘 运算 是 
由 


(1) e(wv=uAv (ve A(V)) 

定义 的 A(V) 的 自 同 态 e(u) ，s(u) 的 转 置 iu) 是 A(V) 的 一 个 自 同 态 . 在 A(V) 与 
A(V") 的 等 同 之 下 , 转 置 i(w) 也 可 以 看 作 A(V") 的 自 同 态 , 而 且 把 这 个 自 同 态 称 
为 乘 以 4 的 内 乘 . 用 A(V) 与 A(V*) 的 配对 将 itu) 定义 为 

(2) (Wo,w) = (ve(Ww) = ,uAw) (veAV'),we AV)) 


如 果 wueEV ,那么 对 于 每 一 个 名 i 把 丸 (V”) 映 射 到 4 1(V”) 中 . 特别 地 , 若 
VEV” ,那么 i(u)v" Ee 民 , 而 且 


io = (io 0D= (ew)D)= ,0) = (u). 

对 于 4(Y) (或 一 般 任何 分 次 代数 ) 的 自 同 态 !,， 有 

(a) 车 lg)= Uw)Av 十 uw 人 人 lv) [wve A(V)], 那么 它 是 一 个 求 导 运 算 . 

(b) 车 性 入 9)=1w)Av+(-1PuA 人 lv) (we Ah,(V),vE A(V)), 则 它 是 求 反 
导数 运算 . 

(c) 若 对 于 每 个 j 14:44(V) 一 妹 4x(V), 那么 1 是 上 次 的 ( 当 i<0 时 , 假定 
A(V)= {0}). 

容易 看 出 ，! se End(Y) 是 一 个 求 反 导 数 运算 当 旦 仅 当 在 可 分 解 元 上 有 


(3) aw A) 二 于 (HAA ) A 
这 1 


2.12 命题 若 veVY，, 那么 ia) 是 一 个 -1 次 的 求 反 导 数 运 算 . 
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证 明 从 定义 2.11(2), 车 uwEV, 那么 显然 i() 的 次 数 是 -1. 为 了 证 明 i(w) 
是 求 反 导 数 运算 , 要 验证 2.11(3) 成 立 . 为 此 只 要 看 出 当 与 A(V) 的 一 个 形 如 
wo 入 … 信 w; 的 元 素 配对 时 , 2.11(3) 两 边 给 出 同样 的 结果 即 可 . 也 就 是 必须 证 明 


() (ww A A DD), wa A A ww) 


=|E Dw A Ni) A A vw A A wi|. 
i=1 


现在 , 式 (1) 的 左边 等 于 
(wi A A A tw A*…Awj)= det(w (wi)), 


置 w =w. 式 (1) 的 右边 为 
2 Dw (au)(w A 和 人 A: -AU A :A 人 wi) 


= DD (Wdet(w(w) 大 1 一 2 
= det(w(uD)) (i=b P=) 


(其 中 , 某 个 字符 上 面 的 符号 ~ 表示 把 该 字符 删 去 . ) 
2.13 ”线性 变换 的 作用 令 1:V 一 W 是 一 个 线性 变换 ,那么 ,能够 扩张 成 一 
个 代数 同 态 


(1) 1: AV) = A(W), 


其 中 ， 
Uw A…AW)= UN) A AUY), Ul)=1. 
转 置 到 : 故 ” 一 六 也 能 扩张 成 一 个 代数 同 态 


(2) 2:4() 一 4VY). 


A(V”) 与 A(V) 的 同 构 2.9(5) 以 及 A(W") 与 AW 的 同 构 , 在 (2) 是 (1) 的 转 置 的 意 
义 上 是 自然 的 , 即 


(3) (Uw ),0) =(w to) (0o € AW'),v € A(V)). 
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2” 张 量 场 和 微分 形式 
2.14 定义 令 MM 是 一 个 微分 流 形 , 定义 


() 人 (CN) = LU (Mm),s 为 M 上 的 (7,s) 型 张 量 从 . 
meM 
(2) 及 (MD) = LU 入 (MD) 是 M 上 的 外 大 丛 . 
mEM 
(3) 个 (M) = WA(M;) 为 M 上 的 外 代数 从 . 


meEM 


在 k=0 和 (7,s)=(0,0) 的 情况 下 , 式 (1) 和 式 (2) 中 的 并 运算 是 实 直线 拷贝 的 不 交 
并 , 而且 M 的 每 一 个 点 对 应 一 个 实 直 线 的 拷贝 .Ti。(M) ， 及 (M) 和 个 (M) 都 具 
有 自然 的 流 形 结构 使 得 到 M 上 的 标准 投影 映射 是 C 的. 如果 (U,w) 是 M 上 以 


和 0… 妇 为 坐标 丽 数 的 坐标 系 , 那么 对 于 meU， 由 on 的 基 | 记 | 和 M' 的 基 


{dy;} 即 可 得 出 (Ms)。， 入 (CC) 以 及 4 ) 的 基 . 例如 ， 丸 (M') 的 基 是 
{dy 入 …Ad :五 <…<< 直 } .利用 这 些 基 , 就 能 定义 UV 在 各 自 的 投影 映射 下 分 
别 在 人 (MA) ， 及 (MX) 和 元 (M) 中 的 逆 像 到 w(V7) x (适当 维 数 的 Buclid 空间 ) 的 映 
射 . 通过 要 求 这 些 映射 是 坐标 系 ， 就 能 得 到 五 ,(M) ， 及 (KM) 和 个 (M) 上 的 自然 的 
流 形 结构 ， 正 如 以 前 在 1.25 中 对 T(M) 和 7T"(M) 所 做 的 那样 (顺便 说 一 下 ，T"(MD) 
就 是 不 (M)). 
2.15 定义 对 于 从 MM 到 T,(M)， 太 (M) 或 个 (M) 中 的 一 个 C” 映射, 如果 
它 与 标准 投影 的 复合 是 恒 等 映 射 , 那么 相应 地 分 别称 之 为 M 上 的 (7,s) 型 (光滑 ) 张 
量 场 , M 上 的 次 (微分 ) 形 式 或 M 上 的 (微分 ) 形 式 . 由 于 我 们 所 考虑 的 张 量 场 和 微 
分 形式 , 在 这 种 意义 上 总 是 光滑 的 ， 所 以 除非 为 了 特别 强调 , 将 把 定语 “光滑 ”和 
本 提升 a: M 一 工 ,(M) 是 一 个 (r,s) 型 光滑 张 量 场 当 目 仅 当 对 1M 
上 的 每 个 坐标 系 (U,y,…,ya) ， 


9 9 
(1) alo= Doi Br Bo a @… 8 dy;, 


其 中 ，as 4:3. E 0”(D) (在 经 典 的 张 量 概念 中 ， 在 切 向 量 上 用 下 标 ; 在 函数 和 
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微分 上 使 用 上 标 , 而 在 系数 上 则 相反 . 因而 (1) 中 的 单项 呈现 出 下 列 形式 : 
i @.…@ dy ). 
提升 6: M 一 度 (M) 是 大 次 微分 形式 ， 当 且 仅 当 对 M 上 的 每 个 坐标 系 
(U, ys Ya), 
(2) Blb= DD baidh NAdy, 
人 


Cs< 


其 中 ，6; .是 局 上 的 Cs 函数 . 

2.17 定义 用 色 (M) 表 示 M 上 所 有 光滑 上 形式 的 集合 , 而 且 用 EB"(M) 表示 
M 上 所 有 微分 形式 的 集合 。E"(M) 可 等 同 于 C~(M); 实际 上 , 微分 流 形 作 (M) 
就 是 Mx 民 , 而 M 到 M x RR 中 的 光滑 提升 就 是 M 上 的 C” 函数 的 图 . 可 以 对 形式 
进行 加 法 和 数 乘 运算 ， 还 可 给 出 一 种 乘积 运算 (人 ). 如 果 w pe BE*(M), cE 民 , 那 
么 w+%p，cw 和 ww 和 Ap 分 别 是 在 m 点 取 值 为 w +wpn ，cwn 和 人 Awn 的 形式 . 
在 /是 0 形式 且 we B"(M) 的 情况 下 ，f 入 w 简 写成 fw. 从 而 B"(M) 不 仅 具有 环 
C™(M) 上 的 模 结构 而 且 关 于 横 积 具有 R 民 上 的 分 次 代数 结构 . 

2.18 令 we 记 (NM) ,那么 me 尖 (M) ,而且 通过 对 偶 性 2.9(4)] 可 以 把 它 
看 作 Mn 上 的 交错 多 重 线性 函数 . 因此 若 入 …, XX 是 M 上 的 向 量 场 , 那么 
w(Xi,… XX) 有 意义 一 一 它 是 一 个 在 m 点 取 值 为 


(1) OX KE) m) = wm Xm), Xi(m)) 
的 函数 . 因而 ,如果 令 关 (M) 表示 M 上 光滑 向 量 场 的 C~(M) 模 , 那么 


Ph 
(2) w: KM) Xx EM) — C™(M), 


而 且 它 是 从 模 关 (M) 到 C”(M) 中 的 一 个 交错 多 重 线性 映射 . 强调 指出 ， 
w 在 C0” 模 XM) 上 是 多 重 线 性 的 ， 即 每 当 f,geC”%(M)， 
XY ,Xin… Xk E 革 (M) 时 , 就 有 


(3) Xi Kir XR + 9Y, Xirn*s Xk) 
= fo(X1 es Kin XXir es XE) + go X1see ss Xi Y, Kirn Ke). 


反 过 来 , 注意 到 模 关 (M) 到 C”(M) 中 的 任何 交错 C~(M) 多 重 线性 映射 (2) 定 
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义 一 个 形式 , 这 将 是 有 用 的 ; 因为 能 够 断定 若是 这 样 一 个 映射 ， 那 么 
w(X… Xk)(m) 只 依赖 于 向 量 场 X; 在 m 点 的 值 . 暂且 假定 这 一 点 ， 那 么 由 此 可 


知 w 在 M,, 上 定义 一 个 交错 多 重 线性 函数 w,, ， 并 由 此 定义 人 (M7,) 的 一 个 元 素 ， 
即 车 给 定 (ww)eEMx…xM， 则 可 选取 VW…,V eX(M) 使 得 
Vi(m) = vi(i=1…k)， 并 且 定 义 

(9 wn (tee ) = Vi Ve) (mm). 


根据 断言 ，w, (v1,…,v) 是 完全 确定 的 , 它 不 依赖 于 扩张 Vi 的 选取 . 因而 w 给 出 M 
到 全 (M) 中 的 一 个 提升 mw,,， 并且 容 易 看 出 它 是 光滑 的 ,因此 是 一 个 形式 . 
为 了 记号 简单 ， 以 w 是 模 关 (M) 到 C™”(M) 中 的 一 个 线性 映射 为 例 来 证 明 断 言 . 
令 XexXx(M). 要 证 明 w(X)(m) 只 依赖 于 XX(m) . 只 需 证 明 当 X(m)= 0 时， 
w(X)(m)=0 即 可 . 令 (0,z…zd) 是 m 点 的 一 个 坐标 系 , 那么 在 VU 上 有 


X= a 其 中 ，ai(m) = 0. 现在 令 9 是 这 样 一 个 C” 函数 : 它 在 m 的 一 个 
邻 域 V CU 上 取 值 为 1 而 在 M -UV 的 一 个 邻 域 上 取 值 为 零 ( 见 1.10), 那么 向 量 场 
XX[ 它 在 U 上 是 "全 而 在 其 他 地 方 为 0] 是 M 上 的 一 个 0” 向 量 场 ; 函数 各 ( 它 


在 U 上 是 yai 而 在 别处 为 0) 属 于 C”(M), 而 且 


(5) X= Xi+(l— op)X. 
从 而 
(6) (Xm) = Dm Km) + (pm)) A(X)(m)) =0. 


因而 就 像 已 经 证 明 的 那样 ， 当 X(m) = 0 时 ，w(X)(m) =0. 

最 后 指出 , 通过 对 偶 性 2.8(5) 可 以 对 张 量 场 给 出 类 似 的 解释 . 如 果 了 是 一 个 
(7,s) 型 张 量 场 , 那么 可 以 把 了 看 作 一 个 映射 

OE J me 5 个 

(7) T: BU(M)x:.-x BU(M)x XE(M) Xx EM) 一 Cd)， 
它 关 于 C”(M) 模 I(M) 和 关 (M) 是 C”(M) 多 重 线 性 的 . 

注意 到 当 w,yp € BE!(M),X,Y € 革 (M) 时 ,2.10(b) 的 公式 (2) 所 呈现 出 的 简单 形 
式 . 在 这 种 情况 下 ,有 


(8) wAAX,Y) =w(X)p(Y) —w(Y p(X). 
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2.19 定义 ”如果 f eC™”(M), 那么 微分 df 是 T(M) 到 RR 中 的 光滑 映射 , 而 且 
它 在 每 个 切 空间 上 都 是 线性 的 . 因而 可 以 把 df 看 作 是 一 个 1 形式 ， 
df : M 一 在 (M). 把 1 形式 df 称 为 0 形式 的 外 导数 , 而 且 这 个 外 微分 算 子 d 有 
一 个 由 下 列 定理 给 出 的 到 E*(M) 的 重要 扩张 . 

2.20 ”定理 (外 微分 ) 存在 唯一 的 一 个 +1 阶 反 导 数 算 子 d: E*(M) 一 EB”(M)， 
使 得 
(1) a =0. 
(2) 当 fe C~(M) = E"(M) 时 , df 是 f 的 微分 . 

证 明 存在 性 . 令 pe M. 令 B"(p) 是 由 在 M 的 包含 p 点 的 开 子 集 上 定义 的 
所 有 光滑 形式 的 集合 , 并 且 E*(p) 是 相应 的 形式 的 集合 . 固定 p 点 的 一 个 坐标 系 
(zza). 如 果 we EB"(p), 那么 


(3) wlaonwnu= > azdzs ， 

其 中 ， EC™~((domw)j 由 Vv) ， 更 遍历 全 …d} 的 所 有 子 集 ， 而 且 当 
$= 人 <…< 记 时 ，dzg 就 是 dz; 和 人 … 信 dz; ， 或 当 @ = g 时 ， 它 是 党 函数 1， 
定义 dw 在 p 点 为 


(4) dw, = Ddas lp Ndzs lpE A(M;). 


必须 证 明 dw, 的 定义 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 . 但 是 首先 给 出 下 列 性 质 : 

(a) we E'(p) > dw, E hn(M;). 

(b) dw 只 依赖 于 在 p 点 的 芽 . 

(©) dow+wws)jp=aldw)lp+o(dws)lp(oisRwsEE (p)) 其 中 ，awni+oaws 
的 定义 域 是 (wi 的 定义 域 /hw 的 定义 域 ). 

(d) do Awa) l= dw ls Nw ls +(—D' ols Adwol, (wi € BE'(p), w, € 
B’(p)). 

鉴于 性 质 (b) 和 (c)， 只 需 在 p 的 某 个 邻 域 上 对 wi = 人 zi 人 …A 人 dz 和 
w= gdzi, 人 …Adzi 来 验证 (d) 即 可 . 对 于 r=s=0 的 情况 , 性质 (q) 就 是 
d(f9)]= dg(p)++f(p)dg,， 对 于 7 或 s 中 只 有 一 个 为 0 的 情况 是 类 似 的 . 现 
在 设 >> 0 且 s >0, 如 果 码 ,… 计 } 站 全 …, 序 } 二 名 ,那么 两 边 为 0， 因而 假定 这 
个 交 是 空 集 , 那么 


(有 mi 入 …Adzs )N (gdr; MAdz;)= ef gd 四 入 …Adz ,， 
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其 中 ,4 <…<1;。，e 是 所 进行 的 置换 的 符号 . 因而 有 


dw Awa)lo= dlef gdz 和 A…Adz )l» 
=ée(df, :9g(p)+ f(p)- dgp) A dz ls 入 …Adz | 
= (df A\dz; lp A Adz; lp) 人 (g(p)dz; lp A Adz; jp) 
+(—D)'(f(p)dz; lp Adz; jp)A(dgp Ndz; jp 和 A…Adzi jp) 


= dw ly Nw ls +(—1)" ww lp Adws | . 


(e) 如 果 f 是 p 点 的 邻 域 上 的 C™ 函数 , 那么 d(df)|,= 0. 因为 在 (domf) 几 UV 
a be a, 所 以 


dd 由 -| of Adzi | 7 学 dz Adni : 


得 是 (BE) )= (mw 2 本 )()， 而 dzj |, Adzib= -da Adzj 1, .因此 


d(df)l,=0. 

现在 可 以 断定 d 在 p 点 的 定义 不 依赖 于 坐标 选取 . 因为 令 d’ 在 B"(p) 上 是 关 

于 另 一 个 坐标 系 而 定义 的 , 并 且 令 we BE"(p), 那么 在 (domw) 由 UVU 上 由 式 (3) 给 
出 ， 又 因为 d 也 必然 满足 性 质 (a) ~ (e) . 由 此 可 知 

(5) dw) l= dD ogdzs A A dz ) (由 (b)) 

= Dd(aBdz, Adz; )|, (由 (6)) 

= Dd(aB) |, dz ) | 和 A…Adzs 


lp 
+ (Da |, dz |, A…Ad'(dm)lpA…Adr |, (由 (d)) 
= Dd(as) ls Adz ls 和 A…Adz | (由 (e)) 
= duwp- 
如 果 we E*(M), 那么 定义 dw 是 这 样 一 个 形式 , 它 就 像 是 从 M 到 不 (M) 中 将 p 


变 成 dw 的 一 个 提升 . 由 此 可 知 ，d? = 0, 因为 车 we EB (M)，pe M, 那么 dw 
在 2 的 一 个 坐标 邻 域 上 具有 形式 》`dae 人 dzs ,从 而 由 性 质 (e) 和 性 质 (d)， 
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d(dw)l,= > ,d(das A dzg)l, =0. 


由 此 可 知 , d 是 如 (M) 的 +1 阶 反 导数 算 子 并 且 满 足 (1) 和 (2). 

唯一 性 . 令 d’ 也 是 EF(M) 的 一 个 满足 (1) 和 (2) 的 +1 阶 反 导 数 算 子 . 首先 证 明 ， 
如 果 we 8"(M) 并 且 w 在 p 的 一 个 邻 域 上 为 零 ， 那 么 d'w jp= 0. 选取 一 个 C” 也 
数 Y 使 得 它 在 2 的 一 个 邻 域 上 为 0， 而 在 M-W 的 一 个 邻 域 上 为 1, 那么 pw = 并 
且 


dbp= d(pw) l= dp) Mw + p(p)d'w ls= 0. 


现在 ，d’ 仅 在 B"(M) 的 元 素 上 有 定义 , 即 只 在 M 上 整体 定义 的 形式 上 有 定义 . 希 
望 能 在 B*(M) 上 对 每 个 点 pe M 来 定义 d'. 如 果 we B*(M), 那么 可 以 把 u 坟 张 
成 M 上 的 一 个 与 c 在 p 点 有 相同 的 芽 的 形式 . 简单 地 令 y 是 一 个 C™ 函数 并 且 使 它 
在 p 的 一 个 邻 域 上 取 值 为 1 而且 具 有 在 w 的 定义 域内 的 支 集 ， 那么 
yw EB"(M) (ypu 在 4 的 定义 域 之 外 被 定义 为 0)， 并 且 在 p 点 的 一 个 邻 域 上 yx 与 
一 致 . 因而 可 以 定义 

d\(w) l= d'(pw),, 


而 且 由 上 面 的 评注 ,这 个 定义 不 依赖 于 扩张 的 选取 . 因而 d'(w) ,对 B*(p) 中 的 所 有 
w 都 有 定义 并 且 显 然 满足 性 质 (a)~(e). [在 (d) 中 ， 通 过 对 适当 的 yp 用 pw 人 pw 将 
wi 人 ww 扩张 成 MM 上 的 一 个 形式 ; 在 (e) 中 ,注意 到 ddf =a'(pdf | =a dp) =0 . 
因为 dp(p) = 0， 又 因为 d 满足 (1) 和 (2)]. 等 式 (5) 现 在 蕴涵 着 每 当 we B"(p)， 特 
别 是 每 当 w e B*(p) 时 ，d'(w) |,= d(ww) 1, . 这 就 证 明了 唯一 性 . 

注意 到 ,从 上 面 的 证 明显 然 有 当 U 是 M 中 的 开 集 时 ，dw = d(wjo)， 

2.21 内 乘 以 向 量 场 令 X 是 M 上 的 一 个 光滑 向 量 场 , 令 we B*(M). 用 
对 w 的 内 乘积 是 形式 iX)w， 它 在 普 点 的 值 是 以 X, 乘 ww 的 内 积 ( 见 2.11(2)): 


(1) (A)w) n= Xm) (wom). 


从 2.16(2) 容 易 得 知 i(X)w 是 光滑 的 . 再 从 2.12 可 知 记 X): BE*(M) 一 B*(M) 是 一 个 
-1 阶 反 导 数 算 子 . 

2.22 ”映射 的 效应 令 几 : M 一 NN 是 一 个 光滑 映射 , 令 m e M ,那么 就 有 微 
分 dy: Mn 一 Ny(m)， 它 的 转 置 是 6y: No 一 M’,， 而 且 诱导 的 代数 同 态 是 
到 :4(Nso) 一 A(M). 如 果 o 是 N 上 的 一 个 形式 ， 那 么 通过 置 
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(1) Ww) In= EW hom)) 


能 够 将 于 回 成 M 上 的 形式 . 这 是 微分 形式 特别 优美 的 特征 之 一 . 在 光滑 映射 下 ， 
能 将 它们 从 映射 的 值 域 拉 回 到 定义 域 . 另 一 方面 ， 向 量 场 在 映射 之 下 就 不 能 表现 
出 这 样 好 的 性 态 . 

2.23 命题 令 少 : M 一 NN 是 一 个 光滑 映射 , 那么 

(a) 56: (N) 一 (M) 而 且 它 是 一 个 代数 同 态 . 

(b) 6y 与 d 交 换 , 即 d(6W(w))= 6W(dw) (we BEB’(N)). 

(0) 对 于 we Er(N) 和 M 上 的 向 量 场 六 区，5p(w)( 2 和)(m) = 
wy(m) (dP XM) AV XE(m))) 

证 明 从 2.13, 结论 (c) 是 明显 的 ; 2.13(2) 和 定义 2.22(1) 蕴 涵 着 6y 是 一 个 代数 
同 态 . 在 证 实 对 于 we B"(N) 来 说 6w(w) 实际 上 是 一 个 光滑 形式 之 前 , 注意 到 (b) 
的 下 列 特殊 情况 :如 果 f eC™~(N), 那么 6w(f)= foweC”(M), 而 且 1.23(d) 蕴 
涵 着 


(09) Sp(df) = d(f o) = d(6WA(f)). 


现在 令 we B"(N),m e M. 选取 Wm) 的 一 个 坐标 系 (U,z1…,z4) 和 m 的 一 个 邻 域 
V 使 得 WV)cU, 那么 就 有 U 上 的 C™” 函数 az 使 得 


(2) wly= > asdzi NN dr; . 
由 此 可 得 
(3) J() y= Da ovd(ns WALA ds WD, 


这 是 V 上 的 一 个 光滑 形式 . 因此 56y(w) e B*(M)， 从 而 (a) 得 证 . 为 了 完成 (b) 的 证 
明 , 利用 (3) 得 
(4) d(6wp(w)), = dD os o VAs oP) A A dz oW)) hn 

= (dlog ob)A dz oP) A A d(z, 0)) hn 

= 6W(D dag Ndzi NA dzi ) ln 

= 6W(dw) ln- 


因而 (b) 得 证 ,于 是 证 明 全 部 完成 . 
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3 Lie 导 数 


2.24 ”定义 ”把 张 量 场 和 微分 形式 对 于 向 量 场 进行 微分 运算 , 把 所 得 到 的 导 
数 称 为 Lie( 李 ) 导 数 , 现在 将 它 定义 如 下 . 在 流 形 M 上 固定 一 个 光滑 向 量 场 X. 回 
想起 曾 用 X, 表示 与 XX 相伴 的 局 部 单 参数 变换 群 ( 见 1.48). 令 了 是 M 上 的 另 一 个 
光滑 向 量 场 . 将 定义 Y 在 点 m € M 处 关于 多 的 导数 . 首先 沿 着 蕊 的 过 m 点 的 积 
分 曲线 移 到 XX,(m) 点 ,并 在 该 点 处 为 了 赋值 . 然后 通过 微分 同 胚 XX, 的 微分 dX_， 
将 Yx on) 移 回 到 Mn . 在 Mn 中 取向 量 dX_,(Yx om) 与 了, 的 差 , 并 将 这 个 差 除 以 亏 
然后 再 取 当 t 一 0 时 的 极限 . 换 句 话说 , 考虑 M,, 值 的 光滑 函数 4 dX_,(Yx on)， 
并 且 取 它 在 t= 0 点 的 导数 . 结果 得 到 M;, 中 的 一 个 向 量 , 将 它 称 为 Y 在 mn 点 关于 
的 Lie 导数 ,并 记 为 (Lx 了 ),,. 因而 定义 


dX_,(Yx,(m)) — Yn d 
t 


(1) (LxY)n = lim i (dX_,(Yx, (m)). 


可 以 用 类 似 的 方法 定义 一 个 微分 形式 w 尖 于 向 量 场 和 的 Lie 导 数 , 只 是 在 这 种 
情况 下 ， 是 在 X,(m) 点 为 w 赋 值 ， 然 后 通过 6X, 拉 回 到 A(M;,)， 并 且 在 那里 取 与 
w(m) 的 差 ， 除 以 ts， 再 取 当 t 一 0 时 的 极限 . 因而 定义 


6X (wxl )) 一 wm d 
O) en = Xen). 


在 命题 2.25 中 将 肯定 Lxw 和 LxY 的 光滑 性 . Lie 导数 能 够 以 明显 的 方式 扩张 到 任 
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意 张 量 场 上 . 如 果 了 是 一 个 (7,s) 型 张 量 场 , 那么 (LxT),, 是 (M.,)(, 值 的 函数 在 
t= 0 的 导数 ， 如果 


Tm= 8 
那么 这 个 导数 在 t 点 的 值 是 
dX_,(u ®:…80) EX OB). 
2.25 命题 令 X 是 M 上 的 Ce 向量 场 , 那么 
(a) 当 f EC™(M) 时 ,Lxf = X(f). 
(b) 对 于 M 上 的 每 个 C~” 向 量 场 Y,LxY = [X,Y]. 
(c) Lx :BB"(M) 一 B"(M), 而 且 它 是 一 个 与 d 交换 的 求 导 算 子 . 
(d) 在 BE"(M) 上, Lx =i(X)od+doi(X). 
(e) 令 we E?(M), 邻 W…,Y, 是 M 上 的 0” 向量 场 , 那么 


En (oe ) = nO) 0) + D0 DY) 
i=] 


(有 ) 假设 条 件 同 (e) 中 所 设 , 那么 


了 


du 区) = DD'Y(Yo ,eb,) 
i=0 


+D (DY, ,Yo ) 


i<j 


证 明 把 (a) 留 作 习题 . 至 于 (b)， 只 需 证 明 对 于 每 个 feC”(M) ， 
LxY(f)=[X,Y]f. 令 me M, 那么 


Ym | 


AX_ ,Vx (me 
(1) (7) =| 问 一 0 


d 
er [dX_,(Yx,(m))(f)] 


=0 


d 
7 [Ym (f oX_)]. 
:=0 


在 R? 中 (0,0) 的 一 个 邻 域 上 , 通过 令 
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(2) H(t,u) = f(X_(Y, (Xi(m)))) 
来 定义 一 个 实 值 函数 也 那么 由 (a)， 
3 wuUex- 间 | 五 四， 
(3) Xm) onlio, 4 
并 且 (1) 变 成 

OH 
(4) (LxY)n(f) = Bnonloo, 


为 了 求 出 这 个 导数 的 值 , 令 


(5) 天 bus) = f(Xs(Y, (Xi(m)))) , 
那么 H(t,u) = K(t,wu, 一 t). 由 链 式 法 则 可 得 
(6) oH| _ OK SK 
Ononloo Ondnlooo O70mlooo) 
现在 ，K(t,w,0) = f(Y,(X.(m))). 因此 
至。 = 多 mOh 
“keoo) 
(7) 
OK e 
Bnon | = Xn(YF) 


同样 ，K(0,ws) = f(X,(Y,(m))). 由 此 


Br = Xf(Y,(m)), 
3 (ow0) 
(8) ， 
| 区 CC) 
OrnOns oo 


现在 (b) 款 可 从 (4 与 (6)~(8) 得 出 . (b) 的 一 个 直接 推论 为 LxY 是 一 个 光滑 向 量 场 . 
对 于 结果 (c), 首先 把 Lx 看 作 从 E*(M) 到 形式 中 的 映射 ， 它 并 不 是 先 验光 滑 
的 , 并 且 注 意 到 导数 的 性 质 可 以 在 定义 2.24(2) 中 取 极限 之 前 通过 加 减 适当 的 项 直 
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接 得 出 . 其 次 , 验证 当 应 用 于 函数 时 ，Zx 与 d 交换 ， 即 有 
(9) (Lx(df))n = d(Lxf)n (f EC™(M),me€ M). 


因为 式 (9) 两 边 都 是 Mn 的 元 素 ,所 以 只 需 证 明 当 把 它们 应 用 于 M,, 中 的 任意 向 量 
Yn 时 有 相同 的 效果 . 右边 给 出 


(0) alLxf os) = YLxf) = Y, 


吕 _ ds， 


其 中 ，f。X,， 对 于 某 个 e > 0 和 m 点 在 M 中 的 某 个 邻 域 W, 可 以 看 作 (-e,e)xW 
上 的 Cs 函数 (1.48(d)). 式 (9) 的 左边 给 出 


(11) (Lx(df))n (Yn) = (axlefsen)| (Ym) 
t=0 


d 
= tl (6Xi(dfx,(m)) (Yn)) 
a dd 


呈 araxoo7)= 刘 - 


Sl ,On eA)). 


现在 , 令 了 是 次 的 到 W 上 的 一 个 向 量 场 上 的 扩张 , 那么 根据 第 1 章 习 题 24(c)， 
号 和 Y 了 有 到 (-e,e)xW 的 向 晤 场 上 的 典范 扩张 ， 在 那里 它们 满 | 车 ,Y|= 0. 这 


个 事实 连同 式 (10) 和 式 (11) 一 起 就 蕴涵 着 式 (9). 最 后 , 为 了 看 出 形式 Lxw 实 际 上 
是 光滑 的 并 验证 Lx 与 d 在 整个 E"(M) 上 交换 , 像 在 2.16(2) 中 那样 用 局 部 坐标 简 
单 地 表示 一 个 任意 形式 w， 并 且 利 用 等 式 (9) 、 结 果 (a) 以 及 Lx 是 一 个 求 导 算 子 的 事 
实 进 行 计算 . 

对 于 结果 (d), 注意 到 Lx 和 i(X)od 十 doi(X) 都 是 在 BE"(M) 上 与 d 交换 的 求 
导 算 子 , 并 且 在 函数 上 有 相同 的 效果 , 那么 (d) 可 以 从 在 局 部 坐标 系 中 的 简单 计算 
而 得 出 . 

把 (e) 留 作 习 题 . 证 明 并 不 困难 ,只 是 必须 在 展开 定义 方面 坚持 不 懈 地 努力 . 
另外 还 要 通过 限制 到 局 部 坐标 系 上 来 验证 等 式 . 首先 在 一 个 坐标 邻 域 中 对 于 
w= 岂 z1 人 dz 的 情况 来 证 明 它 . 

最 后 , 结果 (f) 可 以 从 (e) 通 过 使 用 (d) 和 关于 p 的 归纳 法 而 得 出 . 对 于 p=1 的 情 
况 . 从 (e) 得 
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(12) by, (oF)) = (Do) (F) + wlYo, Yl 
将 (a) 和 (b) 用 于 式 (12), 则 得 到 
Yow(¥) = (Yo) od + doiY0)))(F) + wlYo, Yl 
= dw(Yo,¥)+ Vw(Yo0)) + wlYo,¥], 


这 就 是 在 p=1 情况 下 的 结果 (fj. 现在 假定 (对 p - ! 成 立 , 那么 通过 再 次 从 (e) 开 
始 并 且 应 用 (d) 和 归纳 假设 就 可 得 出 (f) 对 于 p 成立 . 


4 微分 理想 


本 节 的 目的 是 给 出 Frobenius 定理 用 微分 形式 表达 的 一 种 形式 . 然后 阐述 通 
过 求 出 它们 的 图 而 得 到 映射 的 有 用 的 E.Cartan 方法 . 

2.26 定义 令 9 是 M 上 的 p 维 C0” 分 布 . 对 于 一 个 g 形 式 i 来 说 , 如 果 对 每 
个 meM,， 当 ww € 多 (mm) 时， 
(1) wn (Vd) = 0, 


则 称 这 个 形式 w 零 化 多 . 对 于 形式 we B”*(M). 如 果 w 的 每 个 齐 次 部 分 均 能 零 化 
多 则 称 零 化 多 . 令 
(2) FD)={weEB(M):w| 化 2}. 

2.27 定义 如 果 M 上 的 一 族 1 形式 wan ， 对 于 每 个 me M , 均 能 构成 
MM 中 的 独立 集 ， 则 把 这 族 1 形式 称 作 独立 的 . 

2.28 命题 令 多 是 M 上 的 一 个 p 维 光滑 分 布 ,那么 

(a) 了 (多 ) 是 (M) 的 一 个 理想 . 

(b) F 了 (多) 局 部 地 是 由 d-p 个 独立 1 形式 生成 的 ， 即 对 于 每 个 me M ,都 对 
应 m 的 一 个 邻 域 UV 和 U 上 的 独立 1 形式,…,wa_;, 组 成 的 集合 , 使 得 

(i) 如 果 we 了 (多), 那么 wl 属于 由 忆 ,…,wa_, 生成 的 "(U0) 的 理想 . 

(i) 如 果 we E'(M) ,而且 M 有 一 个 由 (如 上 的 ) 集合 品 构成 的 覆盖 使 得 对 
于 黎 盖 中 的 每 个 由 wj 属于 由 ,ws_p 生成 的 理想 , 那么 we F (多). 

(ce) 如 果 .F CE"(M) 是 由 d-p 个 独立 1 形式 局 部 生成 的 理想 , 那么 在 M 上 存 
在 一 个 唯一 的 p 维 C™” 分 布 使 得 =. 了 (多 ). 

证 明 (a) 款 可 以 从 (多) 的 定义 以 及 EB"(M) 中 乘法 的 定义 而 得 出 . 
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令 me M . 由 于 多 是 p 维 的 和 光滑 的 , 所 以 存在 着 在 m 的 一 个 邻 域 上 的 每 一 
点 有 定义 而 且 张 成 多 的 C” 向 量 场 X，_,,1,…, Xa . 这 组 向 量 场 能 被 添加 成 一 族 光 
滑 向 量 场 入,…, Xs， 并 使 之 在 m 的 邻 域 UV 的 每 一 个 点 n 处 均 构成 M, 的 一 个 基 . 
令 山 …,waz 是 对 偶 的 1 形式, 即 对 于 U 中 的 每 个 n， 
wi(X;)(n) = 6; (Kronecker 指标 )， 


那么 wwi-p 就 是 所 要 求 的 UU 上 的 1 形式 . 它们 是 VU 上 独立 的 光滑 1 形式 . 如 
果 weF(9), 那么 whb=)josws 人 …/w ， 其 中 ， 瑟 遍历 非 空 子 集 
{… 5, 告 }C{1,…,d}， 而 且 其 中 的 ag 必然 恒 为 零 ， 除非 三)…, 革 站 和 …,d 一 可 = 忆 
因而 wb 属于 BB"(M) 的 由 wu…ws_y 生 成 的 理想 . 反之 , 车" 症 一 个 形式 且 使 得 
对 在 M 的 某 个 团 盖 中 的 每 一 个 这 样 的 U，w ly 属于 EB"(U) 的 由 以,…,wa_， 生成 的 
理想 , 那么 显然 we (多 ). 这 就 证 明了 (b) 款 . 

对 于 (c) 款 , 令 me M ,并 且 令 独立 的 1 形式 ww,…,wd_p 在 m 的 一 个 邻 域 U 
上 生成 定义 殉 m 由 是 M 的 一 个 子 空间 , 它 的 零 化 子 是 由 集 族 
{wi(m) :i 二 1…,d 一 p} 张 成 的 M; 的 子 空间 . 由 此 可 知 , 多 是 M 上 的 了 维 光 滑 分 
布 , 并 且 ,9 = .9 (9)，9 的 唯一 性 从 多 zz 娘 蕴 涵 着 了 (多 ) , 庆 ( 视 ) 这 个 事实 
得 出 . 

2.29 ”定义 如 果 一 个 理想 .FC 已 "(M) 在 外 微分 运算 d 下 是 封闭 的 ， 即 


(1) dF)cT, 


那么 称 它 是 一 个 微分 理想 . 

2.30 命题 M 上 的 C™ 分 布 多 是 对 合 的 , 当 且 仅 当 理想 宛 ( 多 是 一 个 微分 
理想 . 

证 明 令 % 是 了 ( 纺 中 的 一 个 g 形 式 , 令 X0,…,X, 是 位 于 多 中 的 光滑 向 量 场 . 
那么 2.25(f) 连 同 钨 的 对 合 性 就 蕴涵 着 dw(X0,…,X,) 三 0. 因此 dw e (多 ), 并 
且 (七 是 一 个 微分 理想 . 反 过 来 , 假设 ,元 (多 是 一 个 微分 理想 . 令 和 i 入 是 位 
于 多 中 的 向 量 场 , 并 且 令 me M . 由 2.28(b), 在 m 的 一 个 邻 域 U 上 有 生成 SF( 线 
的 独立 的 1 形式 w,…wa-p- 通过 乘 以 一 个 在 m 的 一 个 邻 域 上 为 1 并 且 具 有 在 U 


中 的 支 集 的 C™ 函数 而 把 这 些 形式 扩张 到 M 上 ， 把 这 些 扩张 后 的 形式 仍然 记 为 
wawd_p- 由 2.25(， 对 于 ;一 1…,d 一 D， 有 


(1) wilYo, 1]= dwi(Y0,¥) + Yowi(¥) — Yiw(Y0). 


因为 多 ( 鲍 是 微分 理想 ， 又 因 wi e: 罗 ( 鳃 ,所 以 式 (1) 的 右边 在 M 上 伍 为 零 . 因而 
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对 于 i=1…,d 一 p,wi([Y0, 了 H])(m) = 0. 由 于 多 (mm) 是 Mi 的 一 个 子 空间 , 而 且 其 
零 化 子 是 由 集 族 {wi(m):i=1…,d 一 p} 所 张 成 的 M; 的 子 空间 . 因而 
[26,](m) e 多 (m), 并 且 多 是 对 合 的 . 

2.31 定义 如 果 M 的 一 个 子 流 形 (N, 轨 对 于 每 个 we .天 都 有 5y(w) 三 0， 
那么 该 子 流 形 就 是 理想 .7 C EB“(M) 的 一 个 积分 流 形 . 对 于 理想 .的 一 个 连通 积 
分 流 形 ， 如 果 它 的 象 不 是 这 个 理想 的 其 他 任何 连通 流 形 的 象 的 真子 集 , 那么 就 称 
之 为 极 大 的 . 

于 是 立即 可 知 ， 有 Frobenius 定理 1.64 的 以 微分 理想 表述 的 下 列 形式 . 

2.32 定理 令 . 玉 CB'(M) 是 一 个 由 d-p 个 独立 1 形式 局 部 生成 的 微分 理 
想 . 令 me M, 那么 经 过 m 点 存在 唯一 的 一 个 极 大 连通 积分 流 形 , 并 且 这 个 积分 
流 形 是 p 维 的 . 

2.33 ”现在 考虑 这 样 一 种 方法 ,在 某 些 情况 下 , 它 使 得 能 够 通过 找 出 映射 的 
作为 微分 理想 的 积分 流 形 的 图 来 求 出 这 个 映射 . 这 在 第 3 章 的 Lie 群 论 中 将 有 重要 
应 用 , 并 且 在 诸如 Riemann 几何 中 的 等 距 嵌 人 等 这 样 一 些 领域 中 也 有 重要 应 用 ， 
如 读者 可 以 参见 文献 四 的 10.8 节 . 

设 1:N° 一 M* 是 C” 的 , 并 且 设 {wi} 是 M 上 的 某 个 形式 族 . 令 h 和 7 分别 
表示 从 N x M 到 N 和 M 上 的 自然 投影 . 对 于 每 个 i 通过 置 


(1) hi = 6mé6f(wi) — ra(wi) 
来 定义 Nx M 上 的 一 个 形式 j. 令 I 是 "(Nx M) 的 由 jw 生成 的 理想 . 
由 于 f 的 图 是 N x M 的 子 流 形 (N,g), 其 中 ， 
(2) gn) = (n,f(n)). 
可 以 断言 这 个 图 是 理想 .多 的 一 个 积分 流 形 . 为 此 只 要 证 明 6g(j) = 0 对 于 每 个 i 
成 立即 可 . 由 于 og =id 且 ,og = 了, 所 以 由 此 可 得 
6g(pi) = Em o g)6f(wi) — (ra o 9)(wi) = 6f(w;)— 6f(wi) =0. 


这 样 ， 从 一 个 映射 1:N 一 M 和 M 上 的 一 族 形 式 开始 , 已 经 看 到 f 的 图 是 
入 x M 上 的 某 个 形式 理想 的 积分 流 形 . 现在 假定 从 流 形 M* 开始 , 并 假设 存在 M 
上 的 1 形式 的 一 个 项 …,ws， 即 对 于 每 一 个 me€ M,{w;(m)) 是 Mi” 的 一 个 基 ( 这 
样 的 基 一 般 不 存在 , 但 是 在 许多 有 趣 的 情况 下 它 确实 存在 , 而 且 对 于 这 些 情况 ， 
下 述 方法 是 非常 有 用 的 ) . 再 设 有 流 形 N“ 和 N 上 的 一 族 1 形式 oa,…,ag, 并且 希 
望 求 出 映射 了 : N 一 M 使 得 
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(3) 6f(wi)= os 


对 于 i 二 1,…,4d 成 立 . 如 果 映 射 f 存在 , 那么 就 像 已 经 指出 的 那样 , 它 的 图 将 是 某 
个 形式 理想 的 积分 流 形 . 因而 试图 从 理想 来 求 出 图 . 通过 置 


(4) bi = bm(ai) 一 ra(wi 


来 定义 Nx M 上 的 形式 j, 并 且 令 了 是 由 它们 所 生成 的 E"(N x M) 的 理想 . 如 
果 久 恰好 是 一 个 微分 理想 , 那么 就 能 从 .的 一 个 积分 流 形 (至 少 是 局 部 地 ) 得 到 所 


要 求 的 映射 f[， 即 可 以 通过 求 出 它 的 作为 一 个 适当 微分 理想 的 积分 流 形 的 图 而 得 
到 f. 因而 假设 多 是 一 个 微分 理想 , 并 且 令 (no,mo) es N x M , 那么 因为 是 局 部 


地 (实际 上 是 全 局 地 ) 由 d 个 独立 1 形式 生成 的 , 所 以 Frobenius 定理 就 保证 了 过 
(no,mo) 点 了 有 一 个 c 维 极 大 连通 积分 流行 I 令 ge 工 . 可 以 断言 ， dm 是 Bh 


的 . 因为 假设 vel 且 dm(v)=0， 那 么 由 于 jw()=0， 所 以 由 (4 可 知 
wi(d7o(v)) = 0 对 i = 1,…,d 成 立 , 而 且 这 蕴涵 着 dx(v) = 0， 因 为 ww; 构成 M 上 1 
形式 的 一 个 基 . 但 是 如 果 dmi(u) = 0 和 drs(u) = 0 都 成 立 , 那么 v=0. 因此 dm 


是 1:1 的 . 因而 而 | :I 一 入 局 部 是 一 个 微分 同 胚 , 因而 存在 (no,mo) 在 7 中 的 邻 域 
V 和 no 的 邻 域 U0 使 得 i :V 一 U 是 微分 同 胚 . 定义 f :U0 一 M 为 
(5) f= o(mly) 
那么 f(no) = mo, f 的 图 是 了 的 开 子 流 形 , 而 且 有 
(6) 6f(w;)= ailb: 
因为 令 vwe U0 对 于 某 个 neEU 成 立 , 那么 由 (4) 

0= pa(d(mhy) (0)) = ai) -wildra od(mhy) (vo)) 

= ai(v) -6f(w) (0) , 

这 证 明 (6) 成 立 ， 因 而 已 局 部 地 得 到 了 所 要 求 的 映射 , 即 给 定 mo EN 和 mo EM 的 
任意 一 种 选择 , 那么 在 由 (4) 生 成 的 理想 多 是 一 个 微分 理想 的 假设 之 下 , 我 们 求 出 
了 mo 的 一 个 开 邻 域 UV 和 一 个 C 映射 1:U 一 M 使 得 f(no) = mo, 并 且 使 得 
6f(wi) = ailr， 而 且 只 有 唯一 一 个 这 样 的 映射 . 更 确切 地 说 , 如 果 mo EM 并 且 
U 是 no 在 入 中 的 任何 连通 开 邻 域 而 且 对 来 说 存在 一 个 C 映射 :U 一 M 使 得 
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fl(no) = mo, 且 使 得 6f(wi) = oy 对 于 i=1…,d 成 立 , 那么 在 UV 上 有 了 唯一 一 个 这 
样 的 映射 . 因为 车 令 是 其 他 任何 一 个 这 样 的 映射 , 令 (U,9) 和 (U,g) 分别 是 和 
在 U 上 的 图 . 因而 对 于 ne 过， 


(7) Hn) = (n, Fn), gln) = (n,f(n)) 


那么 根据 本 节 开 头 部 分 所 作 的 评述 , 不 仅 (Ug) 是 了 的 过 (no,mo) 的 积分 流 形 , 而 
且 (U, 引 也 是 . 于 是 ，U 有 非 空 的 子 集 使 得 9 和 5 在 该 子 集 上 一 致 . 因为 它 包 含 n 
而 且 由 连续 性 它 是 闭 的 ,此 外 它 还 是 开 的 . 因为 令 gm) = g(n), 则 从 积分 流 形 的 
唯一 性 可 知 ,存在 n 的 充分 小 的 邻 域 W 和 态 使 得 


(8) g(W) = 9g(W), 
那么 由 (7) 可 知 ，W = 这, 而且 
(9) 和 = 外. 


从 而 由 于 VU 是 连通 的 , 故 在 VU 上 9g = 5 ， 而 这 蕴涵 着 在 上 了 = 站. 这 证 明 唯 一 性 

在 适当 的 情况 下 ， 可 以 断定 h|, 是 N 的 一 个 覆盖 , 那么 如 果 N 是 单 连通 的 ， 
则 可 推出 存在 唯一 的 一 个 C” 映 射 1 : N 一 M 使 得 f(no) = mo. 而且 使 得 (3) 成 立 . 
在 第 3 章 将 给 出 这 种 方法 的 几 个 具体 应 用 以 证 明 某 些 映射 的 存在 性 和 唯一 性 . 这 
种 方法 最 初 是 由 E.Cartan 用 于 求 Riemann 流 形 在 Euclid 空间 中 的 局 部 等 距 嵌 人 
的 问题 . 

将 本 节 的 结果 概括 为 下 列 定理 . 

2.34 定理 令 N* 和 M" 是 微分 流 形 , 令 羡 和 郊 分 别 是 从 NxM 到 N 和 M 
上 的 标准 投影 . 设 存在 M 上 1 形式 的 一 个 基 {ww; :i=1…,d}. 

(a) 如 果 f:N 一 M 是 C” 的 , 那么 /的 图 是 由 


0) {6m6f() — na(wi) :1 = bd} 


生成 的 N x M 上 的 形式 理想 的 积分 流 形 . 
(b) 如 果 {fai :i=1…,d} 是 N 上 的 1 形式 , 而且 由 


(2) {6m(0;) — 6n2(wi) :i=1,.…,d} 


生成 的 Nx M 上 的 形式 的 理想 是 一 个 微分 理想 , 那么 给 定 no EN 和 mo e M , 存 
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(3) 0) 一 al (i= bd). 


此 外 ,如 果 UV 是 包含 mw 的 任何 连通 开 集 而 且 对 它 来 说 存在 一 个 C™” 映射 
f:U 一 M 满足 f(no) = mo 和 等 式 (3) ,那么 在 VU 上 存在 唯一 一 个 这 样 的 映射 . 
习 题 
1. 补充 2.2(a) ~ (e) 的 证 明 . 
2. (a) 证 明 齐 次 张 量 一 般 不 是 可 分 解 的 . 
(b) 证 明 :如 果 dimV < 3, 那么 4(Y) 中 的 每 个 齐 次 元 都 是 可 分 解 的 . 
(c) 令 dimy > 3， 给 出 4(Y) 的 一 个 不 可 分 解 的 齐 次 元 的 例子 . 
(d) 令 a 是 一 个 微分 形式 ，a 人 a 三 0 成 立 吗 ? 
3， 补 充 证 明 2.6(a) ~ (c) 
4. 推导 出 2.10 节 的 公式 (2)~(4). 
5. 证 明 : 当 fe C~(M) 且 XX 是 M 上 的 一 个 C0” 向 量 场 时 ， 有 Lxf = Xf 成 立 . 
6. 令 X 和 Y 是 M 上 的 C™” 向 量 场 并且 伴 有 相应 的 局 部 单 参数 群 X, 和 Y,. 令 
mE M，, 并 且 对 于 充分 小 的 s, 令 


Bt)=Y XY AX (m) 
对 于 te (ea) 成 立 . 证 明 
_ 1 f(B()) — f(B(0)) 
GD DY = 四 全 


Bt) 


如 果 B(t) 在 三 0 时 是 光滑 曲线 , 那么 式 (1) 的 右边 就 应 当 是 在 {=0 时 的 切 向 量 作 
用 于 函数 /上 的 结果 . 可 是 由 于 Vi 的 缘故 8 在 二 0 点 一 般 不 是 光滑 的 . 因而 式 (1) 


中 极限 的 存在 性 成 为 一 个 问题 , 然而 本 习题 断言 这 条 曲线 即使 它 在 t=0 不 是 光 
滑 的， 也 能 按 通 常 的 方式 在 M,, 中 定义 切 向 量 , 而 且 这 个 向 量 恰好 是 [X,Y]|,. 


7. 证 明 2.25(e). 
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8. 令 M 是 连通 的 , 令 r: MxN 一 NN 是 自然 投影 . 证 明 : M xN 上 的 p 形 式 @ 
对 于 N 上 的 某 个 了 形式 是 ixr(o)， 当 且 仅 当 iX)wu=0 和 7Txrwo=0 对 MxN 上 
的 每 一 个 向 量 场 X 成 立 , 而 且 对 于 该 向 量 场 X 来 说 dr(X(m,n)) = 0 在 每 一 点 
(mn)eMxN 成 立 . 

9. 证 明 :向 量 空间 VV 的 元 素 w,…,v, 是 线性 无 关 的 当 生 仅 当 w 入 … 人 wv 王 0. 

10. 证 明 : 线 性 无 关 集 {w…,v,} 和 {wi,…,w,} 是 向 量 空间 站 的 同一 个 > 维 子 
空间 的 基 当 且 仅 当 w 入 …Aw = cu 入 … 人 入 w， 其 中 必 有 c = 0， 而 且 在 此 情况 下 ， 
c= detA, 其 中 ,4 =(ay) 并 有 v= > aituj- 

11. 令 F 是 由 7 个 独立 1 形式 局 部 生成 的 M 上 的 形式 的 一 个 理想 .比方 说 ， 
光 在 0 上 是 由 内,…,uxr 生成 的 , 那么 多 是 一 个 微分 理想 的 条 件 与 下 列 两 个 条 件 中 
的 每 一 个 等 价 : 

(8) dw = 并 ww 和 wy 对 于 某 些 1 形式 成 立 [对 于 每 个 这 样 的 (Oo ) 

i 


成 立 ]. 

全 如 果 由 = 四 和 A…Awr， 那么 dw = a 人 w 对 于 某 个 1 形式 ec 成 立 [对 每 个 
这 样 的 (D0,w…,w,) 成 立 ]. 

12. 令 V 是 一 个 n 维 向 量 空 间 , 令 ! 是 V 上 的 一 个 线性 变换 . 由 于 4( 由 是 1 
维 的 ,所 以 【在 水 (Y) 上 诱导 的 线性 变换 就 是 乘 以 一 个 常数 的 乘法 . 定义 1 的 行列 
式 是 这 个 常数 . 如 果 4 是 一 个 nxn 和 矩阵 , 令 w…,v 是 VV 的 一 个 基 , 令 ! 是 V 上 
的 这 样 一 个 线性 变换 ， 它 关于 这 个 基 的 矩阵 是 4, 那么 就 把 ! 的 行列 式 定义 作 4 的 
行列 式 . 证 明 4 的 行列 式 不 依赖 于 所 选取 的 基色,…,v, . 利用 这 个 定义 推导 出 行 
列 式 的 标准 性 质 . 例如 , 推出 展开 式 


det A= 》 (sgnTjair0D anr(n) 


其 中 ， 4 = (a;)，sgn7 是 置换 7 的 符号 , 而 且 7 遍历 n 个 字母 上 的 所 有 置换 再 
证 明 两 个 矩阵 之 积 的 行列 式 等 于 他 们 的 行列 式 之 积 . 

13. 令 V 是 一 个 n 维 实 内 积 空间 . 按照 下 述 办 法 将 内 积 从 V 扩 张 到 整个 A(V) 
上 : 令 具 有 不 同 次 数 的 齐 次 元 素 的 内 积 等 于 零 ， 而 令 


(1) (wi A A wps mh NN vp) = det(wi,v;), 


然后 再 线性 地 扩张 到 整个 必 (Y) 上 . 证 明 : 如 果 6,…,e, 是 V 的 一 个 规范 正 交 基 ， 
那么 A(V) 的 相应 基 2.6(1) 是 4(Y) 的 规范 正 交 基 . 
因为 4.(V) 是 1 维 的 , 所 以 义 (V) 一 {0} 有 两 个 分 支 ， V 上 的 一 个 定向 就 是 对 
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生 (W) 一 {0} 的 分 支 的 一 种 选择 . 如 果 了 是 一 个 定向 的 内 积 空间 , 那么 就 有 一 个 线 
性 变换 

(2) *: AV) — A(V), 

称 之 为 星 变换 . 它 是 由 下 列 要 求 所 完全 确定 的 :对 于 V 的 任何 规范 正 交 基 
@…,en (特别 是 ， 对 于 一 个 给 定 基 的 任何 重 排 )， 


*(1) = +e 人 … 人 ex(el A:…Ae,)= i+, 
x(el A***Aes)= 士 epHl A Aen 


(3) 


其 中 , 如 果 a 入 … 人 6, 在 丸 (V) 一 {0} 的 由 定向 决定 的 那个 分 支 中 则 取 “+” 号 , 否 
则 就 取 “-” 号 . 注意 到 


(4) (人 一 本 (人 
证 明 在 心 (Y) 上 ， 
(5) 二 二 一 (~1)?("-?) 


再 证 明 对 于 任意 的 w we 刀 (V), 它们 的 内 积 由 
(6) (wa) = *(wA *v) = *(v A *w) 


0 令 了 是 一 个 实 内 积 空间 ， 就 像 习题 13 中 那样 . 令 Y: hn(V) 一 4(Y) 是 
以 & EV 左 外 乘 的 伴随 映射 , 即 对 于 ve hn(V) 和 we A,(V) 
(0),w) = (vw, Aw). 
证 明 | 
HW) = (I) *(€A(*w)). 
15. 令 6ey . 证 明 以 上 左 外 乘 与 其 自身 的 复合 


四 hn(V) ra(V) 


是 一 个 正 合 序列 ， 即 前 一 个 映射 的 象 是 后 一 个 映射 的 核 . 
16，Cartan( 嘉 当 ) 引 理 令 p<d, 令 wp 是 M2 上 的 1 形式, 他 们 是 逐 
点 线性 无 关 的 . 令 01,…,9, 是 M 上 的 1 形式 使 得 
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So, Awi=0. 
1 
证 明 在 M 上 存在 适合 义 = 的 Ce 函数 4 使 得 


了 
0 = 2 hw (一 1 
和 1 


第 3 章 Lie 群 


Lie( 李 ) 群 无 疑 是 最 重要 的 一 类 特殊 微分 流 形 . Lie 群 是 微分 流 形 , 它 本 身 也 是 
群 , 而 且 其 中 的 群 运算 是 光滑 的 . 众所周知 的 例子 有 一 般 线性 群 、 西 群 、 正 交 群 以 
及 特殊 线性 群 等 . 

本 章 将 为 Lie 群 研究 商定 基础 . 对 于 Lie 氏 理 论 来 说 , 头等 重要 的 是 Lie 群 与 
其 关于 左 不 变 向 量 场 的 Lie 代数 之 间 的 关系 . 本 章 将 研究 子 群 与 子 代 数 之 间 的 对 
应 以 及 Lie 群 的 同 态 与 其 Lie 代数 的 同 态 之 间 的 对 应 关系 ; 研究 指数 映射 的 性 质 ， 
指数 映射 是 对 由 矩阵 的 寡 组 成 的 任意 Lie 群 的 一 种 推广 ,而且 它 给 出 了 Lie 群 及 其 
Lie 代数 之 间 的 关键 关系 ; 研究 伴随 表示 、 证 明 闭 子 群 定理 , 并 考虑 齐 性 流 形 的 基 
.本 性 质 和 例子 ; 还 将 顺便 导出 典型 线性 群 的 许多 性 质 . 


1 Lie 群 及 其 Lie 代数 


3.1 定义 一 个 Lie 群 G 是 一 个 微分 流 形 , 而 且 它 还 被 赋予 一 个 群 结构 使 得 
由 (0,7) ~ cr- 定义 的 映射 CxG 一 G 是 C” 的 . 

贯穿 本 章 ，G 和 五 始终 表示 Lie 群 ,而且 通用 e 表示 Lie 群 的 单位 元 . 

3.2 评注 

(a) 令 G 是 一 个 Lie 群 , 那么 映射 + r 是 Ce 的 , 因为 它 是 C™” 映射 的 复 
合 rm (er) 呈 7 . 同样 GxG 一 G 中 的 映射 (cr) r* or 也 是 Ce 的 , 因为 它 
是 C 映射 的 复合 (c,r) 一 (cr mor. 

(b) Lie 群 的 单位 分 支 本 身 也 是 一 个 Lie 群 . 一 个 Lie 群 的 各 个 分 支 是 相互 微 
分 同 胚 的 . 

(c) 因为 第 二 可 数 性 已 经 包括 在 微分 流 形 的 定义 1.4 中 , 所 以 Lie 群 总 是 第 二 
可 数 的 . 特别 地 , 它们 至 多 能 有 可 数 多 个 分 支 . 可 是 应 当 指 出 , 如 果 将 第 二 可 数 性 
从 Lie 群 的 定义 中 删 去 , 那么 连通 的 Lie 群 (那些 具有 可 数 个 分 支 的 Lie 群 也 同样 ) 
仍然 应 当 是 第 二 可 数 的 . 它 的 证 明 留 作 习题 . 需要 用 到 这 样 一 个 事实 : 一 个 连通 
Lie 群 是 其 单位 元 的 任何 邻 域 的 宕 之 并 ( 见 3.18). 
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3.3 ”Lie 群 的 例子 


(a) Euclid 空间 RR" 在 向 量 加 法 之 下 成 为 一 个 Lie 群 . 

(b) 非 零 复数 集 C* 在 乘法 下 构成 一 个 Lie 群 . 

(c) 单位 圆周 Sic C* 是 一 个 Lie 群 , 并 且 带 有 从 C* 诱 导 的 乘法 . 

(d) 两 个 Lie 群 的 积 Gx 五 自身 也 是 一 个 Lie 群 ,而 且 带 有 积 流 形 的 结构 和 直 
积 群 的 结构 , 即 (01,71)(o02,72) = (0402,T172). 

(e) n 重 环 面 7" (n 是 一 个 正 整 数 ) 是 Lie 群 , 它 是 Lie 群 5' 与 其 自身 的 n 次 乘 
积 . 

(1f) 所 有 nxn 非 奇异 实数 和 矩 阵 组 成 的 流 形 GlmR) 在 矩阵 乘法 之 下 是 一 个 Lie 
群 . 

(g) 所 有 nxn 非 奇异 上 三 角 实 矩阵 ( 主 对 角 线 以 下 的 所 有 元 素 全 为 零 ) 的 集合 
在 矩阵 的 乘法 之 下 是 一 个 Lie 群 . 

(h) 令 了 及 * 表示 非 零 实数 , 令 天 为 积 流 形 了 及 " x 民 . 由 于 天 上 由 

(s,t)(s1)) = (ss1,34 +t) 

定义 的 群 结构 ，K 成 为 一 个 Lie 群 . 这 个 Lie 群 称 为 及 的 仿 射 运动 群 ， 因 为 如 果 把 
玫 的 元 素 (s 浊 与 仿 射 运动 一 sz +t 等 同 , 那么 天 中 的 乘法 就 是 仿 射 运动 的 复合 . 

(i) 令 K 是 积 流 形 Gl mw 及 ) xR". 通过 置 (4 (4w)=(44,4wu + 要 在 天 上 
定义 一 个 群 结 构 . 由 于 这 个 群 结 构 使 得 天 成 为 一 个 Lie 群 , 将 这 个 Lie 群 称 为 及" 
的 仿 射 运动 群 ， 因 为 如 果 把 天 的 元 素 (4,u) 与 R" 的 仿 射 运动 z ~ 4z +v 等 同 , 那 
么 无 中 的 乘法 就 是 仿 射 运动 的 复合 . 

3.4 定义 及 上 的 一 个 Lie 代数 9 是 一 个 实 向 量 空间 9 连同 一 个 双 线 性 算 子 
[,]: gxg 一 g( 称 之 为 括号 ), 使 得 对 于 所 有 z,y,z € g， 

(a) 反 交换 性 . [z,y] = -wz]. 

(b) Jacobi 恒等式 . [[z,y],z]+[ly,z],z]+[lz,z],y]=0. 

Lie 代数 概念 的 重要 性 在 于 跟 每 个 Lie 群 密切 联系 的 有 一 个 特定 的 有 限 维 Lie 
代数 ， 而 且 Lie 群 的 性 质 反 映 在 其 Lie 代数 的 性 质 中 . 例如 ,连通 的 、 单 连通 的 Lie 


群 (在 同 构 意义 下 ) 是 完全 由 它们 的 Lie 代数 决定 的 . 于 是 这 些 Lie 群 的 研究 大 部 分 
归结 为 其 Lie 代数 的 研究 . 
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3.5 “Lie 代数 的 例子 


(a) 流 形 M 上 的 所 有 光滑 向 量 场 组 成 的 向 量 空间 在 关于 向 量 场 的 Lie 括号 运 
算 之 下 形成 一 个 Lie 代数 . 

(b) 如 果 使 所 有 括号 都 等 于 0, 那么 任何 向 量 空间 都 能 成 为 一 个 Lie 代数 . 这 
样 的 Lie 代数 称 为 Abel 的 (交换 的 ). 

(c) 如 果 置 


[4,B]= 4B-B4， 


那么 所 有 nxn 实 矩阵 组 成 的 向 量 空间 g[(m, 耻 ) 构成 一 个 Lie 代数 . 
(d) 对 于 一 个 以 z,y 为 基 的 2 维 向 量 空间 , 如果 置 


[zz]=[yy)=0, [zy]=y, 


并 且 作 双 线性 扩张 , 那么 该 线性 空间 成 为 一 个 Lie 代数 . 

(e) 及 ?连同 向 量 空间 又 积 的 双 线 性 运算 X xyY 一 起 成 为 一 个 Lie 代数 . 

以 上 所 列举 的 例子 是 Lie 代数 的 证 明 留 给 读者 作为 习题 . 

3.6 定义 令 ceG. 由 c 的 左 平移 和 由 的 右 平移 是 对 所 有 7 e G 分 别 由 
(7) = o7 

(1 1zr(T)= To 

定义 的 G 上 的 微分 同 胚 闷 和 7 . 如 果 V 是 G 的 一 个 子 集 , 那么 分 别 用 Vo 和 cy 

来 表示 7(V) 和 i,(V). 对 于 G 上 的 一 个 向 量 场 X (并 不 事先 假定 为 光滑 的 )， 如 果 

对 于 每 个 o e G ,，X 与 其 自身 都 是 1, 相 关 的 ， 即 


(2) dl oX=Xol,, 


那么 就 称 该 向 量 场 X 是 左 不 变 的 . 把 Lie 群 G 上 的 所 有 左 不 变 向 量 场 的 集合 用 相 
应 的 小 写 德 文字 母 9 来 表示 . 

3.7 命题 令 G 是 一 个 Lie 群 并 且 令 g 是 其 左 不 变 向 量 场 的 集合 . 

(a) g 是 一 个 实 向 量 空间 , 而 且 由 a(X) = X(e) 定义 的 映射 w: g 一 G. 是 从 
9 到 G 在 单位 元 处 的 切 空间 G, 的 同 构 , 所 以 dim g = dim 6G。 = dim G. 

(b) 左 不 变 向 量 场 都 是 光滑 的 . 

(c) 两 个 左 不 变 向 量 场 的 Lie 括号 自身 也 是 一 个 左 不 变 向 量 场 . 

(d) 在 向 量 场 的 Lie 括号 运算 下 g 构 成 一 个 Lie 代数 . 

证 明 显然 9 是 一 个 实 向 量 空间 并 且 a 是 线性 的 . a 为 内 射 是 因为 : 如 果 
a(X) = alY), 那么 对 于 每 个 re G ， 


第 3 章 Lie 群 全 


(1) X(o) = dl,(X(e)) = dl,(Y(e))= Y(0), 


因此 X=Y . 此 外 ，a 还 是 满 射 , 因为 如 果 zeG。， 对 于 每 个 oeEG， 令 
X(o) = dl,(z)， 那么 a(X) = zf, 而 且 义 是 左 不 变 的 ,， 因为 对 于 G 中 的 所 有 o 和 7 


X(1)= dl,(z) = dl,dl,(z) = dl(X(o)). 


这 就 证 明 (a) 款 成 立 . 
对 于 (b) 款 , 令 Xeg, 令 feC”(G). 只 需 证 明 XfeC™”(G). 由 于 


(2) Xf(o) = Xof = dh (Xe)f = Xe(f oh) 


因而 需要 证 明 o  X.(f o1,) 是 G 上 的 C™ 函数 . 通过 把 这 个 函数 表示 成 Ce 映射 
的 适当 复合 来 做 到 这 一 点 . 令 GxG 一 G 表 示 群 的 乘法 ，p(a, 力 = cr. 而 且 令 凡 
各 是 由 


(7)=(7e), 


2(7) = (0, 7). 


定义 的 G 一 G xG 的 映射 . 令 Y 是 G 上 使 得 Y(e) = X(e) 的 任何 C0” 向量 场 , 那么 
(0,7) 是 GxG 上 的 光滑 向 量 场 , 而 且 [(0,7)(fo yp)]o 世 是 G 上 的 C” 函数 . 利用 
第 1 章 习题 24 的 (d) 款 , 得 出 


[(0,Y)(f op)lo2(0) = (0,7)0(f o%) 
=0,(f opoR)+Y.(f opo%) 
=X.(fopoi)= X(f 0%). 
因而 c 一 X.(f o4,) 是 G 上 的 光滑 函数 . 这 就 证 明 (b) 款 成 立 . 
因为 由 (b),， 左 不 变 向 量 场 都 是 光滑 的 , 所 以 它们 的 Lie 括号 有 定义 . 如 果 式 
是 与 其 自身 ,相关 的 , 并且 也 是 与 其 身 已 相关 的 , 那么 根据 1.55，[X,Y] 就 , 相 
关于 [X,Y]. 因而 两 个 左 不 变 向 量 场 的 Lie 括号 还 是 一 个 左 不 变 向 量 场 . 于 是 (d) 
款 就 成 为 1.45 节 的 一 个 直接 推论 . 
3.8 定义 Lie 群 G 的 Lie 代数 定义 为 G 上 左 不 变 向 量 场 的 Lie 代数 g. 或 
者 , 可 以 把 G 的 Lie 代数 看 作 在 单位 元 处 具有 Lie 代数 结构 的 切 空间 G。, 而 这 个 
Lie 代数 结构 是 通过 要 求 gs 和 Ge 的 向 量 空间 同 构 3.7(a) 是 Lie 代数 同 构 而 诱导 的 . 
从 这 种 等 价 的 观点 来 看 待 Lie 代数 常常 是 方便 的 . 尤其 是 ，( 在 3.10 节 和 3.37 节 ) 
将 会 看 到 典型 群 的 Lie 代数 可 以 用 它们 在 单位 元 处 的 切 空间 的 术语 给 出 特别 漂亮 


(3) 
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的 解释 . 

3.9 ”关于 向 量 空间 作为 流 形 的 注释 ”在 1.5(b) 中 , 任何 有 限 维 实 向 量 空间 V 
都 能 以 一 种 自然 的 方式 成 为 一 个 微分 流 形 . 令 {e;} 是 V 的 一 个 基 ， 人 f} 为 对 偶 基 . 
令 peV. 那么 就 有 一 个 由 


0 
上 Dabo 


给 定 的 V 在 p 点 的 切 空间 V, 与 V 自身 的 自然 等 同 . 容易 看 出 这 个 等 同 不 依赖 于 


所 选取 的 基 . 当 把 向 量 空间 的 切 向 量 说 成 向 量 空间 自身 的 元 素 时 ,将 会 经 常 使 用 
这 个 等 同 关系 . 特别 地 , 车 olt) 是 V 中 的 一 条 光滑 曲线 , 那么 


,1 jm Ot) — olto) 
(2) Slto) = lim a 
3.10 ”Lie 群 及 其 Lie 代数 的 例子 


(a) 实 直 线 有 在 加 法 之 下 是 一 个 Lie 群 . 左 不 变 向 量 场 就 是 常 向 量 场 
二 :A€ | . 任何 两 个 这 样 的 向 量 场 的 括号 为 0. 


(b) 一 般 线性 群 . 所 有 ?xm 实 矩阵 的 集合 gt(mw 及 ) 是 一 个 m2 维 的 实 向 量 空间 . 
矩阵 可 按 分 量 进行 加 法 和 数 乘 . 正如 已 提 到 过 的 那样 ， 如果 置 [4, B] = 4B 一 BA， 
那么 gl(n, 民 ) 就 成 为 一 个 Lie 群 . 

一 般 线性 群 Gl(n, 民 ) 作为 gl(n, 民 ) 中 使 得 行列 式 函 数 不 为 零 的 开 子 集 , 而 继承 
了 它 的 流 形 结构 ,而且 在 矩阵 的 乘法 之 下 成 为 一 个 Lie 群 . 令 z 是 gl(n,R) 上 的 整 
体 坐标 函数 ， 它 对 每 个 矩阵 指派 它 的 第 立 个 元 素 . 于 是 , 如 果 wmr e Gl(n,R), 那 
么 mi(or-) 是 {zu(c)} 和 {zw(7)} 的 一 个 具有 非 零 分 母 的 有 理 函 数 ， 这 证 明 映 射 
(mwr) rm or 是 Ce 的 . 

现在 令 g 是 Gl(m, 及 ) 的 Lie 代数 . 令 a: gl(n,RR)。 一 gt(w 玉 ) 是 gf 及 ) 在 单位 
和 矩阵 e 处 的 切 空间 到 gl(n, 民 ) 自身 的 标准 同 构 . 因而 对 于 we gt(n, 了 )。， 


(1) a(v)s = vzs), 

那么 由 于 Gl(n, 展 )。 = gl(n, 民 )。， 所 以 有 一 个 由 

(2) B(X)= a(X(e)) 

定义 的 自然 映射 6:g 一 gl(n, 民 ) . 可 以 断言 8 是 一 个 Lie 代数 同 构 而 且 以 这 种 方 
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式 可 将 gt(w, 及 ) 看 作 Gl(w, 及 ) 的 Lie 代数 . 显然 8 是 向 量 空间 的 同 构 . 只 需 证 明 当 
X,Y € g 时 ， 


(3) B([X,Y)) = [8(X),B(Y)]. 

于 是 ， 

(4) (zi ob)(7) = z5(07) = zax(ojzu(7). 
k 


由 于 Y 是 一 个 左 不 变 向 量 场 ,所 以 
(5) (Y (zs))(0) = dl (Ye)(zs) 一 和 zol) 
Fs ac )Y(zo) =》 Zik(a)a( 了 ee) 
下 大 


= Dra(o PY: 
大 
利用 式 (5)， 能 够 立即 计算 出 8([X, 了 六) 的 第 洋 个 分 量 : 
(6) B([X,Y))s = [X,YL(zy) = X.(Y(z5)) —Y.(X(zs)) 


= 5 {X.(za)B0)s —Y.(za)2(X)s} 
大 
= 5 {800)aB(Y)y -BY)aB(X)} 
k 
=[B(X),B(Y)]s. 
因此 8 是 一 个 Lie 代数 同 构 . 
(c) 令 V 是 一 个 n 维 实 向 量 空间 . 令 End(V ) 表 示 Y 上 的 所 有 线性 算 子 的 集 
合 (V 的 自 同 态 的 集合 ), 令 Aut(V )c End(V ) 表 示 非 奇异 算 子 ( 自 同 构 ) 组 成 的 子 
集 . End(V ) 是 一 个 m2 维 的 实 向 量 空间 , 而 且 如 果 置 
(7) [1,48]=U04 -bol, 
那么 它 就 成 为 一 个 Lie 代数 . 了 的 一 个 基 决 定 从 End(V ) 到 gl(n, 民 ) 的 一 个 微分 同 
胚 , 而 且 把 Aut(V ) 映 射 到 Gn, 恨 ) 上 . 由 此 可 知 ，Aut(V ) 作 为 End(V ) 的 开 子 集 
继承 一 个 流 形 结构 ， 而 且 它 在 复合 运算 之 下 成 为 Lie 群 . 在 End(V ) 与 
End(V)。 = Aut(V). (其 中 ，e 表 示 V 上 的 恒 等 变 换 ) 的 自然 等 同 之 下 ，End(V) 从 
Anut(Y) 的 Lie 代数 继承 一 个 Lie 代数 的 结构 . 这 个 诱导 的 Lie 代数 结构 恰好 就 是 
以 式 (7) 所 刻画 的 那个 Lie 代数 结构 . 
(d) 令 gl(n,C) 表 示 所 有 nxn 复 矩阵 的 集合 , 令 Gl(n,C) C gl(n,C) 是 由 其 中 
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的 非 奇 异 矩阵 组 成 的 子 集 ，Gl(n,C) 被 称 为 复 一 般 线性 群 。gl(n,C) 是 一 个 2n? 维 
的 实 向 量 空间 , 并 且 具 有 由 6; 和 -16;(i,j = 1…,n) 组 成 的 基 , 其 中 ，6; 是 其 元 
素 除了 在 厅 处 是 1， 其余 全 为 0 的 矩阵 ; 而 且 如 果 置 [4,B]= 4B 一 BA, 那么 
gli(n,C) 构 成 一 个 Lie 代数 .Gl(n,C) 作 为 gl(n,C) 的 开 子 集 继承 一 个 流 形 结构 ,而 
且 在 矩阵 的 乘法 之 下 成 为 一 个 Lie 群 . 因为 考虑 到 完全 类 似 于 例 (b) 中 的 情况 ， 所 
以 可 以 看 出 Gl(n,C) 的 Lie 代 数 与 gl(n,C) 的 自然 等 同 是 一 个 Lie 代 数 的 同 构 . 因而 
可 以 把 gl(n,C) 看 作 Gl(n,C) 的 Lie 代数 . 

(e) 类 似 地 , 与 例 (c) 类 比 , 如 果 V 是 一 个 n 维 复 向 量 空间 , 并 且 用 End(V) 表 
示 V 上 的 复线 性 变换 的 集合 ,， 用 Aut(V) c End(Y) 表示 其 中 非 奇异 变换 的 集合 ， 
那么 Aut(Y) 是 一 个 2m2 维 Lie 群 并 以 End(V) 为 其 Lie 代数 . 

3.11 定义 对 于 G 上 的 一 个 形式 w， 如 果 对 每 一 个 re G， 


(1) w=w, 


则 称 之 为 左 不 变 的 . 就 像 在 左 不 变 向 量 场 的 情况 那样 ,不 必 假定 左 不 变形 式 是 光 
滑 的 ,因为 光滑 性 是 左 不 变性 的 一 个 推论 . 以 Eh,,(G) 表 示 G 上 左 不 变 p 形式 构 
成 的 向 量 空间 , 并 且 令 


(2) Binv(G) = 多 inav(G). 


左 不 变 的 1 形式 也 被 称 为 Maurer-Cartan( 毛 瑞 尔 - 嘉 当 ) 形 式 . 

下 列 命题 是 3.7 节 中 左 不 变形 式 的 类 似 结果 . 它 的 证 明 是 直接 的 , 留 给 读者 作 
为 习题 . 

3.12 命题 

(a) 左 不 变形 式 是 光滑 的 . 

(b) Binw(G) 是 由 G 上 的 所 有 光滑 形式 构成 的 代数 EB"(G) 的 一 个 子 代数 . 而 
且 映 射 w 一 wle) 是 从 Bi,,(G) 到 A(G*) 上 的 一 个 代数 同 构 . 特别 地 ， 这 个 映射 给 
出 辆 ww(G) 到 G;， 因而 也 是 到 g' 的 一 个 自然 同 构 . 以 这 种 方式 把 妃 ,,(G) 看 作 G 
的 Lie 代数 的 对 偶 空间 . 

(c) 如 果 ww 是 一 个 左 不 变 的 1 形式 而 X 是 一 个 左 不 变 的 向 量 场 , 那么 w(X) 是 
G 上 的 一 个 常 函 数 , 而 且 当 像 在 (b) 中 那样 把 看 作 g 的 对 偶 空间 的 元 素 时 , 这 个 
常数 恰好 就 是 w 作用 在 X 上 的 结果 . (或 者 把 w(X) 看 作 G 上 的 常 函 数 , 或 者 看 作 


第 3 章 Lie 群 “87. 


相应 的 实数 ， 具 体 情 况 依据 上 下 文 而 定 . ) 
(d) 如 果 we 丽 ,.(G) 且 和 Yeg, 那么 从 2.25(f) 可 得 


(1) dw(X,Y) = -wlX,Y]. 
(e) 令 { ,Xe} 是 8 的 一 个 基 , 并 且 以 {ww1…,wa} 作为 如,,(G) 的 对 偶 基 ， 
那么 存在 常数 cj 使 得 


a 
(2) [Xi Xj] = DD csrXe 
B=] 


(cx. 称 作 G 关于 g 的 基 {X} 的 结构 常数 ) 它们 满足 
Cik + Cit = 0, 


Dj (ciorcrts 十 cjcnris + ChirCrjs) = 0. 


F 


(3) 


wi 的 外 导数 由 Maurer-Cartan 方程 


(4) dwi = Denk 和 人 dj 
j<k 
给 出 . 
2 同 态 


3.13 定义 ”一 个 映射 p: G 一 五, 如 果 它 是 C” 的 同时 又 是 抽象 群 的 同 态 ， 
那么 说 它 是 一 个 (Lie 群 ) 同 态 . 另外 , 如 果 yp 还 是 一 个 微分 同 胚 , 那么 就 称 y 是 一 
个 同 构 . 一 个 Lie 群 与 其 自身 的 同 构 称 为 自 同 构 . 如 果 对 于 某 个 向 量 空间 V ， 
五 = Aut(V), 或 者 五 = Gl(n,C) 或 Gl(n, 民 ), 那么 把 同 态 p:G 一 五 称 为 Lie 群 
G 的 表示 . 

设 g 和 0 都 是 Lie 代数 ， 如 果 映 射 多 : 8 一 5 是 线性 的 并 且 保 持 括号 (对 所 有 
X,Y € g, WX,Y] = [WX),w(Y)】), 那么 称 它 是 一 个 (Lie 代数 ) 同 态 . 另外 ， 如果 多 
还 是 1:1 的 和 到 上 的 , 那么 就 说 少 是 一 个 同 构 . g 与 其 自身 的 同 构 称 为 自 同 构 . 如 
果 对 于 某 个 向 量 空间 V,b = End(V), 或 者 b = gl(n,C) 或 gl(n, 恨 ), 那么 就 把 同 态 
沙 :g 一 0 称 为 Lie 代数 g 的 表示 . 

令 p:G 一 五 是 一 个 同 态 , 那么 p 把 G 的 单位 元 映射 到 五 的 单位 元 ，p 的 微 
分 dy 是 G。 到 HH 中 的 线性 变换 . 通过 把 在 单位 元 处 的 切 空间 与 Lie 代数 自然 等 同 
的 方法 ，G, 到 到 中 的 这 个 线性 变换 dp 诱导 g 到 9 的 一 个 线性 变换 , 仍然 把 它 记 
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为 dp. 因而 有 

(1) dp:9 一 0， 
其 中 , 如 果 Xe 9，, 那么 dp(X) 是 吾 上 使 得 

(2) de(X)(e) = dp(X(e)) 


的 唯一 一 个 左 不 变 向 量 场 . 

3.14 定理 令 G 和 五 分 别 是 带 有 Lie 代数 g 和 0 的 Lie 群 ,并且 令 
9:G 一 也是 一 个 同 态 , 那么 

(a) 革 和 dyp(X) 对 于 每 个 Xe 9 都 是 相关 的 . 

(b) dp :g 一 5 是 一 个 Lie 代数 的 同 态 . 

证 明 令 义 =dyp(X), 那么 外 与 XX 是 pp 相关 的 , 因为 p 是 一 个 同 态 ， 所 以 
lo op 二 po4，, 因此， 


(1) X(p(o)) = dlyio) X(e) = dlyoydp(X(e)) 
= dllyo) op)X(e)= d(p ol )X(e) = de(X(a)). 
这 就 证 明了 (a) 款 成 立 . 现在 令 X,Y e g， 那么 为 了 证 明 (b) 款 , 必须 证 明 
(2) [7]=[X,]. 
由 命题 1.55，[X,Yjp 相关 于 左 不 变 向 量 场 [X,Y] . 特别 有 
(3) [X,Y](e) = dy([X,Y](e). 


但 是 由 定义 3.13(2)，[% 卫 是 瑟 上 唯一 一 个 左 不 变 向 量 场 使 得 它 在 单位 元 处 的 值 
是 dp([X,Y](e)). 因此 式 (2) 成 立 . 于 是 定理 得 证 . 
3.15 ” 左 不 变形 式 上 同 态 的 效应 令 p:G 一 五 是 一 个 同 态 , 那么 6p 把 H 上 
的 左 不 变形 式 拉 回 到 G 上 的 左 不 变形 式 , 因为 当 w 是 五 上 的 左 不 变形 式 时 ， 
(1) bl6p(w) = po ) = blyo) op)jw 
= 6p6ly(o)(%) = 5p(w). 


此 外 ,对 于 映射 6p : 本 i,,( 昌 ) 一 io,(G) ， 当 把 它 看 作 9 的 对 偶 空间 到 8 的 对 偶 空 
闻 的 映射 时 , 它 恰好 是 dy : g 一 日 的 转 置 ， 即 


(2) (6p(o)(X) = wdyp(X)) (we Ehw(H),X €g). 
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回想 到 , 车 {1…,wa} 是 瑟 w(B) 的 一 个 基 , 那么 就 有 结构 常数 {cz} [ 见 
3.12(4)], 使 得 


(3) dui = > cjawk A wj- 
j<k 
由 于 d 和 azp 交换 ,所 以 
四 dp) = Doubp(on) Np(w)). 
jk 


令 而 和 t 分 别 是 Gx 五 到 G 和 及 上 的 标准 射影 , 那么 由 独立 1 形式 族 
(5) {6m6p(w;) — bn (wi) :i=1,.…,d} 
生成 的 Gx 五 上 形式 的 理想 .是 微分 理想 . 为 了 使 用 式 (4), 对 于 每 个 i 得 到 
(6) d(pm5p(w) 一 5m(wi) 
= 于 cu (6m6p(w) A Em6p(w)) — Ena (wo) A ra(w;)) 
= Ze [{ém6p(w) —6n2(wi)} A 6m6p(w;) 
mo A{im5p(wj)- ma(wj)]]， 


它 属于 理想 7: 而 且 注 意 到 生成 微分 理想 .的 1 形式 (5), 它们 自身 也 是 Gx 瑟 上 
的 左 不 变 1 形式 . 这 可 以 从 把 5k) 应 用 于 (5)[ 其 中 ，(o,6)e Gx 五], 并且 利用 
okoe) 二 om 和 mooloe) 二 leo7 立即 得 出 . 再 注意 到 在 2.33 的 意义 下 ， 
Bwv( 有 H) 的 基 {wi} 是 有 上 1 形式 的 基 . 

为 了 完成 Gx 五 上 的 微分 理想 的 上 述 构造 ， 只 需 直接 从 Lie 代数 的 同 态 开始 
即 可 ,而 无 需 从 Lie 群 的 同 态 着 手 . 令 G 和 所 都 是 Lie 群 , 而 且 令 少 : g 一 是 它 
们 Lie 代数 的 同 态 . 但 有 一 个 转 置办 : 成 ,,(H) 一 成,,(G), 即 


(7) (Vw)X)= AW(X)) (we Bliss(H),X eg). 

令 {wo} 是 本 ,,(H) 的 一 个 基 . 那么 可 以 断言 , 由 独立 1 形式 族 

(8) {6m(¥ (2) — 6ra(wi) :i = 1.…,d)} 

生成 的 Gx 石上 形式 的 理想 是 微分 理想 . 这 可 从 类 似 于 式 (6) 的 计算 并 注意 到 
(9) dy (wi)) = Pent CALACA) 
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而 得 出 . 为 了 证 明 式 (9)， 只 需 证 明 它 的 两 边 在 G 上 的 任意 一 对 左 不 变 向 量 场 X 
和 了 上 均 有 同样 的 结果 : 


(10) dw (oi) KY) = (X,Y]= -wy(X), WY) 
= dwi(V(X), VY)) = Dc Nwi(WX), WY)) 
jk 


= Don GAY (wi)(X,Y). 
j<k 


其 中 , 第 一 个 和 第 三 个 等 式 从 3.12(1) 得 出 . 最 后 注意 到 , 在 这 种 情况 下 , 形式 (8) 
在 Gx 互 上 是 左 不 变 的 . 

我 们 将 在 各 种 情况 下 证 明 同 态 的 存在 性 和 唯一 性 中 使 用 G x 及 的 这 些 理想 . 

3.16 定理 令 G 是 连通 的 , 令 w 和 是 G 到 吾 中 的 同 态 并 且 使 得 从 9 到 b 
中 的 Lie 代数 同 态 dp 和 dw 是 恒 等 的 , 那么 p = 少 . 

证 明 因为 dp = dw, 所 以 有 


(1) dp = dy': Bhiw(H)— Biss(G). 


从 而 有 两 个 从 连通 流 形 G 到 HH 中 的 C~” 映射 p 和 ,它们 在 ee G 处 是 一 致 的 ， 


而 且 两 者 在 把 1 形式 的 基 从 瑟 拉 回 方面 具有 相同 的 效果 . 这 样 一 来 ， 因 为 由 1 形 
式 3.15(5) 生 成 的 Gx 互 上 形式 的 理想 是 微分 理想 , 所 以 从 2.34(b) 可 知 咏 一切 . 


3 Lie 子 群 


3.17 定义 ”如 果 ( 五 ,yp) 满 足 : 

(a) 五 是 一 个 Lie 群 . 

(b) (H,p) 是 G 的 一 个 子 流 形 . 

(c) p:H 一 G 是 一 个 群 同 态 ， 
那么 (H,y) 就 是 Lie 群 G 的 一 个 Lie 子 群 . 另外 ,如果 w%( 百 ) 是 G 的 一 个 闭 子 集 , 那 
么 (大 OP) 就 称 为 G 的 闭 子 群 . 

令 g 是 一 个 Lie 代数 . 对 于 g 的 一 个 子 空间 bpCg， 如 果 当 XYepb 时， 
[X,Y] eb, 那么 子 空间 6b 就 是 g 的 一 个 子 代 数 . 一 个 子 代数 0 S g 在 从 9 诱导 的 括 
号 运算 下 ,显然 构成 一 个 Lie 代数 . 

令 (H,yp) 是 G 的 一 个 Lie 子 群 , 而 且 b 和 g 分 别 是 它们 的 Lie 代 数 , 那么 dp 给 
出 b 与 9 的 子 代数 dp(b) 的 一 个 同 构 . 

有 好 几 个 定理 均 断 言 存在 满足 一 定 条 件 的 唯一 子 群 ,而 且 像 在 子 流 形 的 情况 
那样 (有 关 情 况 在 1.33 节 )， 鉴 于 对 子 群 的 定义 ,唯一 性 需要 稍 作 说 明 . 如 果 存 在 一 
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个 Lie 群 同 构 a:H 一 使 得 yp,oa = gy, 那么 就 认为 G 的 两 个 子 群 (8,y) 和 
(本 ,1) 是 等 价 的 . 这 是 G 的 Lie 子 群 上 的 一 个 等 价 关系 , 并 且 Lie 子 群 的 唯一 性 
是 指 在 这 种 等 价 意 义 下 的 唯一 性 . 就 像 在 子 流 形 的 情况 那样 ( 见 1.33 节 )，G 的 Lie 
子 群 的 每 个 等 价 类 有 唯一 的 一 个 形 如 (4,i) 的 表示 , 其中，4 是 G 的 一 个 子 集 , 它 
是 G 的 一 个 抽象 子 群 , 而 且 它 有 一 个 流 形 结构 (不 必 带 有 相对 拓扑 ) 使 4 成 为 一 个 
Lie 子 群 并 且 使 得 包含 映射 i: 4 一 G 产生 一 个 子 流 形 ， 从 而 成 为 G 的 一 个 Lie 子 
群 . 当 希 望 按 现今 这 种 形式 考虑 G 的 一 个 子 群 时 ( 即 看 作 G 的 一 个 实际 子 集 时 )， 
通常 不 提 及 任何 映射 而 只 说 G 的 Lie 子 群 4， 对 于 包含 映射 则 是 心照 不 宣 . 另外 ， 
通常 把 4 的 Lie 代数 a 与 di(a) 等同, 并 且 作 为 G 的 Lie 代数 的 一 个 子 代数 却 只 是 
简单 地 说 成 4 的 Lie 代数 . 尤其 是 , 把 4 上 的 一 个 左 不 变 向 量 场 X 与 G 上 的 左 不 
变 向 量 场 di(X) 等 同 , 而 XX 与 di(X) 是 包含 相关 的 . 

现在 要 证 明 Lie 群 论 的 基本 定理 之 一 , 它 断 言 在 一 个 Lie 群 的 连通 Lie 子 群 与 
它 的 Lie 代数 的 子 代 数 之 间 有 一 个 1:1 对 应 . 但 是 首先 需要 下 列 命题 . 

3.18 命题 令 G 是 一 个 连通 Lie 群 . 令 U 是 e 的 一 个 邻 域 , 那么 


四 6G=Uv, 
n=]1 


其 中 , "是 由 UV 的 元 素 的 所 有 nn 重 积 组 成 的 ( 称 为 UV 生 成 G ). 
证 明 令 V 是 VU 的 一 个 包含 e 的 开 子 集 使 得 V=V-! (其 中 ， 
V1= {oT1:o EV)}). 例如 ,VV =UNU-! 就 使 V =V- 1! 成立. 令 


(2) H=Uv cw, 
n=] n=l1 

那么 互 是 G 的 一 个 抽象 子 群 而 且 是 G 的 开 子 集 , 因为 oc € 蕴涵 oV Cc 有 H. 因而 
每 个 模 互 的 陪 集 在 G 中 是 开 的 . 由 于 五 是 所 有 模 玉 的 陪 集中 那些 不 同 于 自身 
的 陪 集 之 并 在 G 中 的 余 集 . 因此 五 又 是 G 的 闭 子 集 . 因为 G 是 连通 的 ， 而 且 玖 
又 是 非 空 的 , 所 以 万 必然 是 整个 G . 这 与 (2) 一 起 就 蕴涵 (1). 

3.19 定理 令 G 是 一 个 Lie 群 并 带 有 Lie 代数 g. 再 令 cg 是 一 个 子 代数 . 
那么 G 有 唯一 的 一 个 连通 Lie 子 群 (H,y) 使 得 dyp(p) = 

证 明 通过 对 每 一 个 re G, 置 


(1) Z(0)={X(0): Xe 


来 定义 G 上 的 一 个 分 布 留 令 dim = d . 那么 多 是 d 维 的 . 因为 多 整体 上 是 由 
的 基 久 ，…, Xa 张 成 的 , 所 以 多 是 光滑 的 . 而 且 多 还 是 对 合 的 ,因为 如 果 X 和 是 
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位 于 多 内 的 向 量 场 , 那么 就 有 G 上 的 C 函数 {a;} 和 亿 ] 使 得 X= 》 ai 和 
了 = DbX;，, 因而 


d 
(2) [X,Y]= 9) {oibj[Xi, Xj]+ oiXi(b))X; — bjXj(oi)Xi}, 
1 


它 仍 然 是 多 中 的 一 个 向 量 场 , 因为 b 是 g 的 一 个 子 代数 . 

令 (H,yp) 是 多 的 过 e 的 极 大 连通 积分 流 形 ( 见 1.64). 令 o E p(H). 由 于 多 在 左 
平移 下 是 不 变 的 , 所 以 (H,1-, op) 也 是 多 的 经 过 e 的 积分 流 形 . 因而 由 极 大 性 ， 
Lop(H)C yp(H). 因此 车 oc €E p(H),7 Ep(H), 那么 co 1r € yp(H). 由 此 可 知 ， 
yp(H) 是 G 的 一 个 抽象 子 群 . 从 而 能 够 诱导 出 有 H 上 的 一 个 群 结构 使 得 p:H 一 G 
是 抽象 群 的 同 态 . 于 是 只 剩 下 要 验证 五 是 一 个 Lie 群 ， 即 验证 映射 
a:HxH 一 有 H 是 0” 的 , 其 中 ，a(o,7)=or-!. 现在 使 得 (cr) ~ plo)yp(7)! 的 
映射 8: 甩 x 玉 一 G 是 C” 的 , 而 且 有 下 列 交换 图 表 : 


(3) 


因为 (H,p) 是 G 上 一 个 对 合 分 布 的 积分 流 形 , 所 以 从 1.62 可 知 ，a 是 C” 的 . 从 而 
(HH,p) 是 G 的 一 个 Lie 子 群 ; 而 且 若是 五 的 Lie 代数, 那么 显然 有 dyp(b) = . 

为 证 唯一 性 , 令 ( 开 ,加 是 G 的 另 一 个 连通 Lie 子 群 并 且 满 足 dy(b = 5 那么 
(及 轨 也 必定 是 多 的 过 e 的 一 个 积分 流 形 . 由 (于 ,p) 的 极 大 性 ，W(K) c yp(H), 而 
且 有 唯一 确定 的 映射 n 使 得 po7 = 少 : 


Ye 
(4) ~ 
A . 


由 1.62，7 是 光滑 的 ， 因 而 是 Lie 群 的 一 个 单 同 态 . 此 外 ，7 还 是 处 处 非 奇异 的 ; 特 
别 是 在 单位 元 的 一 个 邻 域 上 7 是 一 个 微分 同 胚 , 因此 由 3.18 可 知 , 它 又 是 一 个 满 
射 . 从 而 7 是 一 个 Lie 群 同 构 , 于 是 子 群 (K,%) 和 ( 瓦 ,P) 是 等 价 的 . 这 就 证 明了 唯 
性 
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系 (a) 一 个 Lie 群 的 连通 Lie 子 群 与 它 的 Lie 代 数 的 子 代数 之 间 存 在 一 个 1:1 
对 应 . 

系 (b) 令 (H,p) 是 G 的 一 个 Lie 子 群 . 那么 若 百 是 五 的 一 个 分 支 , 则 
( 责 ,p #5) 是 G 上 由 g 的 子 代数 dyp(b) 决 定 的 对 合 分 布 的 极 大 连通 积分 流 形 . 

用 G 的 微分 理想 来 重 述 定理 3.19 的 证 明 的 部 分 内 容 如 下 (见习 题 6): 

系 (c) 设 由 Lie 群 G* 上 的 一 族 独立 的 左 不 变 1 形式 {ww…,w。_4} 生成 的 理想 
是 微分 理想 , 那么 .的 过 e € G 的 极 大 连通 积分 流 形 到 是 G 的 Lie 子 群 . 

下 列 定 理 可 与 子 流 形 的 情况 进行 对 比 ( 见 1.33 节 ). 

3.20 定理 如 果 Lie 群 G 的 抽象 子 群 4 有 一 个 流 形 结构 ( 即 有 一 个 第 二 可 数 
的 局 部 Buclid 拓 扑 连 同一 个 可 微 结构 ) 使 得 (4,i) 成 为 G 的 一 个 子 流 形 , 其 中 ，i 是 
包含 映射 ， 那 么 它 有 唯一 的 一 个 这 样 的 流 形 结构 ， 而 且 按 这 个 流 形 结构 4 是 一 个 
Lie 群 ， 因此 (4 让) 是 G 的 一 个 Lie 子 群 . 

证 明 首先 证 明 对 于 任何 这 样 的 流 形 结构 ，4 都 将 是 一 个 Lie 群 . 令 多 是 G 
上 由 4 在 单位 元 处 的 切 空间 的 左 平移 所 决定 的 分 布 . 可 以 断定 (4i) 是 多 的 过 单 
位 元 ee G 的 积分 流 形 . 

我 们 要 告诫 读者 , 这 并 不 是 显然 的 , 而 且 对 它 的 证 明 要 谨慎 . 问题 是 ， 如 果 
3 的 是 4 中 的 一 条 光滑 曲线 ， 而 且 c 在 4 中 , 那么 5 oxy(t) 是 G 中 的 光滑 曲线 , 它 
在 4 中 , 但 从 逻辑 上 说 它 在 4 中 有 可 能 不 再 是 光滑 的 . 因而 可 能 有 多 (o) 的 元 素 
不 是 4 的 切 向 量 . 必须 证 明 这 种 情形 不 可 能 发 生 . 令 dim 4 = 大 . 如 果 对 于 某 个 
0 € 4，, 切 空间 4 不 包含 在 多 (a) 中 , 那么 能 求 出 上 十 1 条 在 G 中 光滑 的 曲线 , 它 
们 位 于 4 中 而 且 在 o 处 有 独立 的 切 向 量 . 平移 到 单位 元 处 则 得 到 在 G 中 光滑 的 曲 
线 ( 和 )…,Yen()， 它们 位 于 4 中 , 在 t= 0 时 经 过 e 并 且 在 e 处 有 独立 的 切 向 量 . 
请 注意 到 这 还 不 构成 矛盾 . 例如 ,在 平面 R? 中 有 两 条 光滑 曲线 在 原点 处 有 独立 的 
切 向 量 而 且 位 于 1 维 的 “8” 形 子 流 形 中 ( 见 1.31 节 ). 其 次 , 考虑 映射 


(5) (ts) 站) Tt 人 (不 1) 


这 个 映射 在 原点 处 是 非 奇 异 的 ， 因 而 是 从 及 对: 的 原点 的 一 个 邻 域 到 G 中 的 一 个 
微分 同 胚 , 而 且 它 的 象 包含 在 A 中， 因为 各 条 曲线 ;在 4 中 而 且 4 是 一 个 子 群 . 
映射 (5) 能 被 扩张 成 从 RR” 中 原点 的 一 个 邻 域 到 G 中 单位 元 的 一 个 邻 域 0 的 微分 同 
胚 , 其 中 ，n = dim G . 将 这 个 微分 同 胚 的 逆 与 包含 映射 i: 4 一 G 复合 , 就 得 到 
4 的 开 子 流 形 UN 4 到 R" 中 的 一 个 C” 淄 人 , 而 且 它 的 象 包含 R*+1 C R" 中 的 一 
个 开 子 集 . 于 是 这 与 4 是 第 二 可 数 的 并 且 具 有 维 数 上 的 事实 矛盾 ( 见 第 1 章 习 题 6). 
因而 4 = D(c) 对 于 每 个 o e 4 成 立 , 所 以 (4 让 是 多 的 一 个 积分 流 形 . 

由 此 可 知 , 对 于 任何 ce G ，(4,1,) 是 多 的 过 a 的 一 个 积分 流 形 . 因而 由 1.59， 
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多 是 一 个 对 合 分 布 , 那么 由 类 似 于 3.19(3) 中 的 论证 可 知 ，4x4 一 4 中 的 映射 
(cr) mor 是 Ce 的 ,而 这 证 明 4 是 一 个 Lie 群 . 现在 假设 在 4 上 有 两 个 流 形 结 
构 均 使 (4, 人 成 为 子 流 形 . 分 别 用 4 和 为 表示 4 带 有 这 两 个 流 形 结构 , 那么 (41,i) 
和 ( 丸 ,i) 都 是 G 上 的 对 合 分 布 的 积分 流 形 . 因此 将 定理 1.62 应 用 于 交换 图 表 


i 
G 


SS 


42 


4 


就 蕴涵 着 恒 等 映 射 id : 4 一 外 是 一 个 微分 同 胚 . 因而 在 4 上 有 唯一 一 个 这 样 的 
流 形 结构 . 

因此 若 Lie 群 的 一 个 子 集 能 够 在 包含 映射 下 形成 一 个 Lie 子 群 , 那么 它 能 且 只 
能 按 一 种 方式 这 样 做 ， 即 群 结 构 .拓扑 结构 以 及 可 微 结 构 都 是 唯一 确定 的 ， 因 而 可 
以 毫 不 含糊 地 断定 Lie 群 G 的 一 个 子 集 4 是 G 的 一 个 Lie 子 群 . 这 意味 着 4 是 G 
的 一 个 抽象 子 群 并 且 有 一 个 也 是 唯一 的 一 个 流 形 结构 使 4 成 为 一 个 Lie 群 , 于 是 
(4,1) 成 为 G 的 一 个 Lie 子 群 . 

现在 已 经 能 够 确切 地 描述 在 什么 情况 下 一 个 Lie 子 群 4C G 具有 相对 拓扑 . 

3.21 定理 令 (Hs,y) 是 G° 的 一 个 Lie 子 群 . 那么 p 是 一 个 嵌入 ( 即 按 相对 
拓扑 yp 是 互 到 yp( 五 ) 的 同 胚 ) 当 上 且 仅 当 (H,y) 是 G 的 一 个 闭 子 群 ( 即 yp(H) 在 G 中 是 
闭 的 ). 

证 明 假设 p(H) 在 G 中 是 闭 的 . 只 要 证 明 存在 某 个 非 空 开 集 VC H 使 得 
Yq, 是 V 到 (HH) 中 的 同 胚 就 行 了 , 其中，yp(H) 具 有 相对 拓扑 . 因为 到 那 时 ,， 从 yp 
与 左 平移 交换 (po = lxo) oy) 的 事实 可 知 p 在 整个 也 上 是 一 个 杠 和 信 . 由 定理 
3.19 系 (b) 和 定理 1.60 知道 存在 ee G 的 一 个 立方 体 中 心 坐标 系 (UV,7) 使 得 
yp(H)NU 由 形 如 


(1) Ti 二 常数 ， 对 所 有 ie {d +1…,c} 


的 片 的 (至 多 可 数 ) 并 组 成 , 在 这 些 片 中 至 少 包括 过 e 的 片 . 令 C 是 U 的 一 个 包含 e 
的 闭 集 ， 它 在 r 下 的 象 是 一 个 立方 体 ; 再 令 8 是 由 


~ (2) 1=0, …， Ta=0 


给 出 的 C 的 片 ,那么 r(P(B)m 3) 是 及 “的 一 个 可 数 的 非 空 闭 子 集 . 
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ADNU 


由 于 Euclid 空间 的 任何 可 数 闭 子 集 必 有 孤立 点 . 另 一 方面 , 这 样 一 个 带 有 诱导 度 
量 的 集合 应 当 是 一 个 能 够 表 为 无 处 稠密 集 的 可 数 并 的 完备 度量 空间 ， 但 是 根据 
Baire 范畴 定理 好] ， 这 是 不 可 能 的 . 因而 在 片 w(E) NU 的 集 族 中 有 一 个 孤立 的 片 ， 
称 之 为 5,， 从 而 p -1(So) 是 瑟 的 一 个 开 子 集 ， 而 且 p 在 此 开 子 集 上 给 出 一 个 到 
%( 五 ) 中 的 嵌入 . 

反 过 来 , 设 p 是 一 个 嵌入. 令 {oi} 是 w( 刀 ) 中 收敛 于 ce G 的 一 个 点 列 . 因为 
9 是 嵌 和 人 ,所 以 存在 单位 元 ee G 处 的 一 个 立方 体 坐 标 系 (U,7) 使 得 p(H)NU 是 
由 单个 片 , 称 之 为 5 组 成 的 . 选取 单位 元 的 邻 域 V Cc W c U ,使 它们 关于 7 是 立 
方 体 的 并 且 满足 Y-IV C 环 cDr. 由 于 o; 一 o, 所 以 有 一 个 充分 大 的 NN 使 得 对 
于 n>N, 就 有 0 EoV. 因此 对 于 n>>N， owlio, EW. 同样 有 ow!o, € p(H). 
因而 owios ES5NnW, 并 且 收 敛 于 ow!io . 因此 owlo 也 必然 在 Sn 丈 中 . 因此 
oN'o Ey(H). 由 此 oe€ yp(H), 从 而 yp( 昌 ) 是 闭 的 . 

4 覆 盖 

我 们 假定 读者 在 一 定 程度 上 熟悉 同 伦 、 基 本 群 、 单 连通 性 及 著 盖 空间 的 概念 . 
在 定理 3.23 中 将 叙述 所 需要 的 关于 覆盖 空间 的 三 个 基本 事实 ， 其 证 明 的 概要 在 本 
章 末 的 习题 7 中 . 至 于 证 明 的 细节 以 及 关于 覆盖 空间 其 他 事实 可 在 有 关 文 献 中 找 
到 ， 如 文献 [27] 或 [28]. 

3.22 定义 在 叙述 定理 3.23 之 前 , 先 来 回顾 几 个 定义 并 规定 一 些 记 号 . 令 
不 (X,z0) 表示 拓扑 空间 XX 关于 基点 zo eE XX 的 基本 群 ; 令 7:(X,z0) 一 (Y,yo) 表 
示 从 拓扑 空间 XX 到 拓扑 空间 Y 的 、 把 XX 的 基点 zo 变 为 Y 的 基点 如 的 映射 ; 把 相 
应 的 基本 群 的 诱导 同 态 记 为 7 : mi(X,z0) 一 ni(Y,y0). 


在 “ 单 连 通 ” 的 定义 中 将 事先 假定 连通 性 . 这 就 是 说 ， 假定 一 个 单 连 通 空 间 X 
首先 是 一 个 连通 的 拓扑 空间 , 它 的 基本 群 是 平凡 的 . 
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对 于 一 个 连续 满 射 x: X 一 了 ,如 果 是 连通 的 和 局 部 道路 连通 的 拓扑 空间 
( 任 一 点 的 每 个 邻 域 均 包含 该 点 的 一 个 道路 连通 邻 域 ), 并 且 若 每 一 点 yeY 都 有 
一 个 邻 域 V, 它 在 + 下 的 逆 象 是 X 中 一 些 开 集 的 不 交 并 ,而 且 这 些 开 集中 的 每 一 
个 在 x 下 均 同 胚 于 V, 那么 我 们 将 映射 称 为 一 个 覆盖 . Y 中 的 这 种 邻 域 V 被 称 
作 是 均匀 覆盖 的 . 如 果 r:X 一 Y 是 一 个 覆盖 , 则 将 Y 称 为 覆盖 的 底 , 而 把 X 称 
为 覆盖 空间 . 

一 个 拓扑 空间 Y ,如 果 每 一 个 点 y EY 都 有 一 个 邻 域 U 使 得 以 y 为 基点 且 位 
于 U 中 的 每 一 个 环 在 Y 中 通过 以 y 为 基点 的 环 同 伦 于 常 环 , 那么 把 拓扑 空间 Y 称 
作 半 局 部 单 连通 的 . 

3.23 ”定理 

(a) 令 7:(X,z0) 一 (Y,w) 是 一 个 覆盖 . 令 2 是 一 个 道路 连通 和 局 部 道路 连 
通 的 拓扑 空间 ， 令 a:(Z,z0) 一 (Y,w%) 是 一 个 连续 映射 使 得 
ae(Tm(2Z,20)) C mr(m(X,z0))， 那么 存在 唯一 的 连续 映射 Q: (2,z0) 一 (X,z0) 使 得 


Toa=a. 


一 
(Zw) 


(07,30) 


(b) 如 果 X 是 一 个 道路 连通 的 、 局 部 道路 连通 的 上 且 半 局 部 单 连通 的 拓扑 空间 
那么 X 有 一 个 单 连通 的 覆盖 空间 . 

(c) 如 果 7 :XX 一 了 是 一 个 覆盖 并 且 了 是 单 连通 的 , 那么 r 是 一 个 同 胚 . 

3.24” 单 连 通 覆 盖 群 。 令 7 :WM 一 M 是 微分 流 形 M 的 一 个 覆盖 , 那么 用 自 动 
成 为 一 个 局 部 Euclid 的 . 第 二 可 数 的 (见习 题 8)Hausdorff 空间 , 而 且 必 上 有 了 唯一 
的 一 个 可 微 结构 使 得 覆盖 映射 " 是 C~ 的 和 非 奇异 的 . 这 个 可 微 结构 可 以 单纯 通 
过 要 求 从 7 得 出 的 均匀 覆盖 开 集 上 的 局 部 同 胚 是 微分 同 胚 得 到 

令 G 是 一 个 连通 Lie 群 , 由 3.23(b) 可 知 , G 有 一 个 覆盖 元 G 一 G 而 且 G 是 单 
连通 的 . 正如 看 到 的 那样 ，G 有 唯一 的 可 微 结构 使 得 r 是 Cee 的 和 非 奇异 的 . 下 
面 要 证 明 在 G 中 可 诱导 一 个 群 结构 使 G 成 为 一 个 Lie 群 并 且 使 " 成 为 一 个 Lie 群 
同 构 . 考虑 映射 a:G xG 一 G 使 得 a(5,F) = r(5)r(F). 选取 EE ri(e). 由 于 
GxG 是 单 连 通 的 ,从 而 由 3.23(a) 可 知 ,存在 唯一 的 映射 4:GxG -GG 使 得 
ToG=a, 并 有 使 得 4(e,8)=6 对 于 G 中 的 f 和 ,定义 


(1) 元 =6(6,7), 67= a(6,7!). 
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从 应 用 3.23(a) 的 唯一 性 部 分 容易 得 出 6 = 66 = 5, 因为 G 一 G 的 映射 9 上 66 、 
6 6E 和 6r* 5 都 使 得 下 列 图 表 交 换 ， 而 且 它们 都 将 E 映射 到 . 


这 样 一 来 , 由 于 G 是 单 连通 的 , 所 以 从 3.23(a) 中 的 唯一 性 可 知 ,这 些 映射 都 是 恒 
等 的 . 类 似 地 ， 有 56-1 = 65 =6，, 并 且 对 所 有 5,7,7EG,(57) 和 = 6(7 当 ). 因 
而 (1) 使 G 成 为 一 个 抽象 群 ; 又 因为 & 是 光滑 的 , 所 以 G 是 一 个 Lie 群 . 另外 , (1) 
还 蕴涵 着 (7!) = (7)-! 和 (67)= 7(5)r(7), 因此 7:G 一 G 是 一 个 Lie 群 同 
态 . 从 而 证 明了 下 列 定理 . 

3.25 定理 每 一 个 连通 Lie 群 都 有 一 个 单 连通 的 覆盖 空间 ， 这 个 覆盖 空间 
自身 也 是 一 个 Lie 群 从 而 使 得 覆盖 映射 成 为 一 个 Lie 群 同 态 . 

3.26 命题 令 G 和 瓦 是 连通 Lie 群 , 令 wG ~ 一刀 是 一 个 同 态 , 那么 p 是 一 
个 覆盖 映射 当 且 仅 当 dy : G, 一 也 是 一 个 同 构 . 

证 明 首先 假定 是 一 个 覆盖 . 那么 dyls 必定 是 单 射 . 若 不 然 , 则 因 yp 是 一 
个 同 态 , 从 而 dp 在 G 的 每 一 点 就 会 有 一 个 非 平凡 的 核 , 并且 这 些 核 将 会 形成 G 
上 的 一 个 对 合 分 布 ,其 积分 流 形 都 将 在 p 下 被 十 缩 成 一 点 . 因而 p 将 无 处 是 局 部 
一 一 的 , 这 与 覆盖 性 质 相 了 矛盾. dylc 也 必然 是 满 射 ， 因为 如 若 不 然 ，(G,p) 就 将 
局 部 成 为 H 的 真子 流 形 , 这 又 与 落 盖 的 局 部 同 胚 性 相 矛 盾 . 因而 dp:G. 一 H. 是 
一 个 同 构 . 

反 过 来 , 假设 dy:G。 一 H. 是 一 个 同 构 . 那么 p 处 处 是 局 部 微分 同 胚 . 因而 由 
3.18,， yp 把 G 映 射 到 瑟 上 , 因为 p 是 一 个 同 态 , 又 因为 p (五) 在 连通 Lie 群 及 中 包 
含 单 位 元 的 一 个 邻 域 . G 肯定 是 道路 连通 和 局 部 道路 连通 的 , 因而 要 证 明 yy 是 一 
个 覆盖 映射 ， 就 只 剩 下 要 证 明 五 的 每 一 个 点 被 包含 在 一 个 均匀 覆盖 邻 域 中 . 令 
(1D) D= kerp = !(e), 
那么 由 于 wp 是 一 个 局 部 微分 同 胚 , 所 以 D 是 G 的 一 个 离散 正规 子 群 , 其 中 “离散 ” 
的 意思 是 指 车 oe D, 则 在 G 中 有 一 个 开 子 集 V 使 得 VNnD=o. 因 为 
(0,7) 局 or 是 GxG 一 G 的 一 个 连续 映射 (实际 上 是 Cc" 的 ), 所 以 在 G 中 存 
在 e 的 一 个 邻 域 了 使 得 
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(2) (VND=e 


可 以 断言 p( 及 ) 在 五 中 是 。 的 一 个 被 p 均 匀 和 覆盖 的 邻 域 . 首先 ，yl, 是 1:1 的 , 因 
为 车 o,reV 且 p(o)=y(7), 那么 p(o-17)=e，, 因此 由 (2)，o 7=e，, 从 而 
0 =7. 此 外 , 在 G 的 每 一 点 dp 都 是 一 个 同 构 . 因而 ply 是 从 V 到 e 在 五 中 的 开 
邻 域 p( 五 ) 的 一 个 微分 同 胚 . 现在 断言 
(3) v (vlV))= Uve. 

geD 
包含 关系 2 是 明显 的 . 为 了 证 明 c，, 假设 p(o)e p(V), 那么 就 存在 7 EV 使 得 
yp(7)=y(o) . 因此 riceD 且 ceyrric ,这 证 明 (3) 成 立 . 最 后 , 车 
二 ED, 则 Vb,nV6,= 儿 . 因为 假 车 s EV9 nVb, 那么 go =70, = ny 对 
于 某 个 rm eV 成 立 , 那么 rm ED 且 r-m ev-y ; 因此 由 (2)，r =7， 这 就 列 
涵 着 和 = 6 . 因而 yp(V) 是 ee 有 H 的 一 个 均匀 覆盖 邻 域 . 由 此 可 知 ，p(oVY) 是 
wp(o) 在 五 中 的 一 个 开 邻 域 而 且 被 开 集 oV9 的 不 交 并 均匀 覆盖 ,其 中 9 € D. 因而 
yp 是 一 个 莉 盖 映 射 . 


5 单 连通 Lie 群 


3.27 定理 令 G 和 五 分 别 是 以 g 和 9 为 Lie 代数 的 Lie 群 , 并 且 G 是 单 连 
通 的 . 令 由 : g 一 0 是 一 个 同 态 . 那么 存在 唯一 的 一 个 同 态 p:G 一 瑟 使 得 
dwp = 线 . 

证 明 ”唯一 性 已 在 3.16 中 证 明 . 

令 {} 是 了 上 左 不 变 1 形式 的 基 , 令 少 是 少 的 转 置 [ 见 3.15(7)]. 根据 3.15， 
Gx 及 上 的 1 形式 


上) {en "(1)) -5m (0)} 

(其 中 ，m 和 7 分 别 是 Gx 五 到 G 和 五 上 的 标准 投影 ) 是 左 不 变 的 , 而 且 它们 生成 
的 理想 是 一 个 微分 理想 . 因而 由 定理 3.19 系 (c), .的 通过 (eej es Gx 五 的 极 大 
连通 积分 流 形 [是 Gx 互 的 一 个 Lie 子 群 而 且 它 的 维 数 等 于 G 的 维 数 . 从 2.33 知 
道 ，(m|r): 工 一 G 是 非 奇 异 的 , 因此 由 3.26, 它 是 一 个 覆盖 同 态 . 由 假定 G 是 单 
连通 的 , 因此 由 3.23(c) 和 反 函 数 定理 ，(m|r):T 一 G 是 一 个 同 构 . 定义 
op:G 一 万 为 


第 3 章 Lie 群 ‘99. 


(2) v=o(ml), 
那么 p 是 一 个 Lie 群 同 态 , 再 根据 2.33(6)， 

6p(wi) = (i). 
因而 dy = 少 , 于 是 定理 得 证 . 

系 ”如 果 单 连通 Lie 群 G 和 五 具有 同 构 的 Lie 代数 , 那么 G 和 万 同 构 . 

有 一 个 归功 于 Ado( 阿 多 ) 的 定理 [3 虽说 到 , 每 一 个 Lie 代数 ， 对 于 某 个 n, 在 
gl(n, 民 ) 中 都 有 一 个 忠实 (1:1 的 ) 表 示 , 对 此 将 不 予 证 明 . 但 是 由 此 定理 , 如 果 g 是 
一 个 Lie 代数 ,那么 就 有 一 个 Lie 群 , 特别 是 有 一 个 单 连通 的 Lie 群 , 以 g 为 Lie 
代数 . 鉴于 这 一 结果 , 有 

3.28 定理 在 Lie 代 数 的 同 构 类 和 单 连通 Lie 群 的 同 构 类 之 间 存 在 一 个 一 一 


6 指数 映射 


3.29 定义 一 个 同 态 p :R 一 G 被 称 为 G 的 一 个 单 参数 子 群 . 
3.30 定义 令 G 是 一 个 Lie 群 , 并 且 令 9 为 其 Lie 代数 . 令 X eg, 那么 


d 
AX 
(1 和 于 吓 入 


是 0 的 Lie 代数 到 g 中 的 同 态 . 因为 实 直 线 是 单 连通 的 ， 所 以 由 3.27, 存在 唯一 的 
单 参数 子 群 


(2) expx :及 一 G， 
使 得 
(3) dexpx ea =AX. 


换 句 话说 ，t FS expx (1) 是 G 的 唯一 一 个 单 参数 子 群 使 得 它 在 0 点 的 切 向 量 是 
X(e). 把 指数 映射 


(4) exp :9 一 G 
定义 为 
(5) exp(X)=expx (1)- 


采用 这 个 术语 的 理由 在 3.35(13) 中 将 成 为 显然 的 , 那里 将 证 明 对 于 一 般 线性 群 指 
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数 映射 实际 上 是 由 矩阵 的 指数 给 出 的 . 


本 


3.31 定理 令 X 属 于 Lie 群 G 的 Lie 代 数 g, 那么 

(a) exp(tX)=expx(t), vteR. 

(b) exp(h+t)X= (exphX)(expbX), vt,b eR. 

(c) exp(-tX)= (exptX)!, vteR. 

(d) exp:g 一 G 是 C” 的 而 且 dexp :go 一 G。( 按 通常 的 等 同 ) 是 恒 等 映射 . 因 
此 exp 给 出 g 中 0 的 一 个 邻 域 到 G 中 e 的 一 个 邻 域 上 的 微分 同 胚 . 

(e) boexpx 是 式 的 唯一 一 条 在 0 点 取 值 为 c 的 积分 曲线 . 作为 一 个 特殊 结 
论 , 左 不 变 向 量 场 总 是 完备 的 . 

(9 与 左 不 变 向 量 场 XX 相伴 的 微分 同 胚 的 单 参数 群 X, 由 


人 一 Text 
给 出 . 
d de 网 
证 明 由 3.14， (Saexpx 亿 ](ea 加 是 expx 相关 的 . 因而 expx 是 
dr dr 


六 的 一 条 积分 曲线 而 且 是 唯一 使 expx (0) = e 的 一 条 积分 曲线 . 因为 X 是 左 不 变 
的 , 所 以 1, oexpx 也 是 X 的 一 条 积分 曲线 , 而 且 是 唯一 一 条 在 0 点 取 值 为 o 的 积 
分 曲线 . 从 而 (e) 款 得 证 , 而 且 (f) 是 (e) 的 直接 推论 . 现在 把 从 及 到 G 中 的 映射 p 和 
纱 分 别 定义 为 


(1) W(t) = expsx (t) 和 y(t) = expx (st), 
其 中 se 及. 注意 到 少 是 sX 的 唯一 一 条 使 得 少 (0) = e 的 积分 曲线 . 现在 
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d d 
ee| 虽 | = dexpx 中 =sX Sve: 


因而 yp 也 是 sX 的 一 条 积分 曲线 并 且 使 得 p(0) =e. 由 积分 曲线 的 唯一 性 [1.48(c)]， 
p= 乡 . 这 样 一 来 ， 
(2) expsx (t)=expx(st) (ste 了 及 ,Xeg). 
置 二 1, 并 把 s 变 为 t, 则 得 到 (a) 款 . 由 于 expx 是 从 了 及 到 G 中 的 同 态 ,所 以 (b) 款 
和 (c) 款 立即 从 (a) 款 得 出 . 对 于 (d) 款 , 通过 置 
V(o,X)=(X(0),0)€ G, @® gx 

来 定义 Gxg 上 的 向 量 场 V, 那么 V 是 一 个 光滑 向 量 场 , 而 且 根 据 (e) 款 , V 的 经 过 
(0, 匀 ) 的 积分 曲线 是 

tm (gexptX,X). 
或 者 说 , 与 向 量 场 V 相 伴 的 局 部 单 参数 变换 群 由 

Vi(o,X)= (oexptX,X) 
给 出 . 特别 地 ，V 是 完备 的 , 因此 Vi 在 整个 Gxg 上 有 定义 并 且 是 光滑 的 . 令 
:Gxg 是 到 G 上 的 投影 . 那么 ， 
expX =7oV (eX). 
从 而 把 exp 表示 成 了 C” 映射 的 复合 , 因此 exp 是 Ce 的 . dexp : go 一 G。 是 恒 等 
映射 , 这 是 直接 的 , 因为 本 是 g 中 的 一 条 曲线 , 它 在 {=0 的 切 向 量 是 如 再 由 (a) 
款 , exptX 是 G 中 的 一 条 曲线 且 它 在 二 0 的 切 向 量 是 X(e). 
3.32 定理 令 yp: 有 一 G 是 一 个 同 态 , 那么 下 列 图 表 是 交换 的 : 


Hn G 


(1) -| = 


证 明 令 Xe0, 那么 tp(exptX) 是 G 中 的 一 条 光滑 曲线 , 它 在 0 点 的 切 
向 量 是 dp(X(e)). 这 也 是 G 的 一 个 单 参 数 子 群 ,因为 p 是 一 个 同 态 . 但 是 
tm expt(dp(X)) 是 G 的 唯一 一 个 在 0 点 的 切 向 量 是 (dp(X))(e) 的 单 参数 子 群 
因而 
(2) vl(exptX)= expt(dyp(X)), 
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由 此 ， 
(3) ylexpX)= exp(dyp(X)). 

3.33 命题 今 (有 H,y) 是 G 的 一 个 Lie 子 群 , 令 Xeg. 如 果 Xedp(b)，, 那 
么 对 所 有 t，exptX € yp( 旦 ). 反之 , 车 exptX € p( 昌 ) 对 于 某 个 开 区 间 中 的 成立 ， 
那么 XE dy(b). 

证 明 如 果 义 Ee dyp(b), 那么 根据 3.32, 对 所 有 t，exptX Ep(H). 另 一 方面 ， 
如 果 exptX e yp( 且 ) 对 于 t 在 某 个 区 间 了 中 成 立 , 那么 对 te 了, 映射 + expt 久 能 
表示 成 复合 映射 po a, 根据 1.62，a 是 从 了 到 五 中 的 光滑 映射 . 令 好 ET， 并 且 令 
义 是 由 &( 如 ) 决 定 的 瓦 上 的 左 不 变 向 量 场 . 那么 dp (部 )= X 


3.34 定理 令 4 是 Lie 群 G 的 一 个 抽象 子 群 , 令 a 是 g 的 一 个 子 空间 . 令 U “ 


是 g 中 0 的 一 个 邻 域 , 并 且 在 指数 映射 下 微分 同 胚 于 G 中 单位 元 的 一 个 邻 域 V. 设 
(1) exp(UVU Na)= ANV, 


那么 4 关于 相对 拓扑 是 G 的 一 个 Lie 子 群 ,a 是 g 的 子 代数 , 而 且 a 是 4 的 Lie 
代数 . 
证 明 只 需 证 明 按 相对 拓扑 , 子 群 4 有 一 个 可 微 结构 使 得 (4,i) 是 G 的 一 个 
子 流 形 , 其 中 , i 是 包含 映射 .因为 到 那 时 , 根据 3.20, 附加 了 这 个 流 形 结构 (而 不 是 
别 的 流 形 结构 ) 使 4 成 为 G 的 一 个 Lie 子 群 , 而 且 从 命题 3.33 可 知 , 4 的 Lie 代数 
是 a. 令 


p=explune :UNa— ANV, 

那么 所 要 求 的 4 上 的 可 微 结构 就 是 包含 集 族 
{4nov,p™ ob): o€ 4 
的 光滑 交合 的 坐标 系 的 极 大 族 . 
3.35 ”例子 将 会 看 到 对 于 一 般 复线 性 群 来 说 , 指数 映射 
(1) exp: gl(n,C) — Gi(n,C) 
可 由 和 矩阵 的 指数 给 出 . 用 工 而 不 是 用 e 来 表示 Gl(n,C) 中 的 单位 矩阵 . 对 于 
Aegl(n,C), 令 
2 

(2) 1+4+ 生 +…+ 全 +4… 


为 了 看 出 它 有 意义 ， 即 式 (2) 的 右边 收 贫 ， 注意 到 ,实际 上 式 (2) 右 边 对 于 4 在 
gl(m,C) 的 一 个 有 界 区 域 中 是 一 致 收敛 的 .对 于 给 定 的 gl(n,C) 的 一 个 有 界 区域 2， 
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有 一 个 > 0 使 得 对 这 个 区 域 中 的 任何 矩阵 4，|zx (4)| < 对 于 和 矩阵 4 的 每 一 个 
分 量 za (4) 成 立 . 由 归纳 法 容易 得 出 [za ( 4】 < no .因而 由 Weierstrass 的 M 
检验 法 可 知 , 每 个 级 数 

=) 
地 交 
对 于 中 的 4 一致 收敛. 因而 式 (2) 右 边 对 于 中 的 4 一 致 收敛. 现在 , 令 5; (4) 
是 级 数 (2) 的 第 ;个 部 分 和 , 即 


(3) 


MM 


(1gign1l<kgn) 


4 EY 
(4) 31( 人 =T+4+ 全 + + 全 


并 且 令 Be gl(n,C). 那么 由 于 C 一 BC 是 gl(m,C) 到 其 自身 的 一 个 连续 映射 ,所 
以 由 此 可 得 


(5) sim 5; gj = lim (Bs, (A)). 


jo00 


尤其 是 , 如 果 Be Gl(n,C) , 那么 Blim's, (4) 


B = lim BSi(4)B :由 此 可 得 
joo 

(6) Be4B-1 = e945. 

存在 一 个 Be Gl(n,C) 使 得 BA4B-! 成 为 上 三 角 矩 阵 ， 即 主 对 角 线 以 下 的 所 有 
元 素 全 为 零 (只 要 把 B 取 成 这 样 一 个 矩阵 的 逆 , 它 的 列 w,…,v 是 如 下 决定 的 : 令 1 
是 C 的 一 个 线性 变换 , 它 关于 标准 基 的 矩阵 是 4, 令 vw 是 1 的 特征 向 量 , 并 且 归 纳 
地 令 w+l 是 zol|Wi 的 特征 向 量 , 其 中 ，Wi 是 由 w,…,w 张 成 的 C" 的 子 空间 Vi 的 
任何 余 空间 ， 而 且 天 是 C" = Ve@W 到 W 上 的 投影 ). 如 果 BAB-! 的 对 角 线 元 是 
入.… 和 hn， 那么 e343 ”也 是 一 个 上 三 角 矩 阵 ， 并 且 其 对 角 线 元 是 ex,…,ex .特别 
地 ，detes45 ”= 0， 所 以 从 (6) 可 得 ,对 于 每 一 个 4e gr(n,C)， 
(7) e4 € GI(n,C). 
下 面 矩阵 的 迹 是 它 的 特征 值 之 和 , 它 的 行列 式 是 其 特征 值 的 积 . 所 以 还 证 明了 
(8) dete4 = eh. 


下 面 将 证 明 车 4B = B4 , 则 
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(9) eA1B eA.eB, 
由 定义 ，e4'9 = lim 5)(4+8) . 由 矩阵 的 乘法 给 出 从 at(mC)xsr(mwC) 到 
gr[(mC) 的 连续 映射 这 个 事实 得 到 e4.e2 = lim 5; (4)5;(B). 因此 , 要 证 明 (9)， 
只 需 证 明 


(10) lim {5;(4)- 5;(B)—5;(4+8)}=0. 
然而 ， 
(11) 5,(4)-5;(B) -5S,(A+B)= 3 


其 中 , 求 和 遍历 适合 1 < 1< jh1<k< jj+1<1+k< 27 的 所 有 整数 1 和 上 人 如 果 
h>1 是 4 和 B 的 所 有 元 素 的 绝对 值 的 一 个 上 界 , 那么 由 此 可 知 , 式 (11) 右 边 的 每 
一 种 取 值 的 绝对 值 有 界 ,并 由 下 式 给 出 它 的 一 个 上 界 : 


nh) (nu) (7F) 
(2) 亏 一 了 < WE 


其 中 ，[;/2] 是 小 于 或 等 于 |[j/ 引 的 最 大 整数 . 当 j 一 oo 时 , 式 (12) 右 边 的 估计 式 
趋 于 零 . 这 证 明 式 (10) 成 立 ， 从 而 也 就 证 明了 式 (9). 

考虑 从 及 到 GL(mC) 中 的 映射 + e4， 此 映射 是 光滑 的 . 因为 et 的 每 个 元 
素 的 实 部 和 虚 部 都 是 t 的 竺 级 数 ， 而 且 收 敛 半径 为 无 穷 大 . 它 在 0 点 的 切 向 量 是 
A( 直 接 逐 项 微分 震级 数 ), 而 且 由 式 (9), 这 个 映射 是 一 个 同 态 . 因而 + e4 是 
Gl(mC) 的 唯一 一 个 在 0 点 的 切 向 量 是 4 的 单 参数 子 群 . 所 以 Cl(mC ) 的 指数 映射 
(由 矩阵 的 指数 


(13) exp(4)=e4 (he gl(n,C)) 


给 出 . 如 果 4 e gl(n,R), 那么 e4 e G1(n,R), 而 且 A 一 e4 是 实 一 般 线 性 群 的 指数 
映射 . 类 似 地 ,指数 映射 
(14) exp: End(V)— Aut(V) 


由 自 同 态 的 指数 给 出 , 其 中 , V 是 实 的 或 复 的 向 量 空间 . 如 果 !e End(V), 那么 
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六 1 
(15) ap)=1+1+t "+t 
其 中 , 表示 “1 与 其 自身 的 7 次 复合 ”, 而 1 是 恒 等 变 换 . 
3.36 评注 如 果 p:G 一 Aut(V) 是 一 个 表示 , 并 且 Xeg, 那么 从 3.35 和 
定理 3.32 可 得 


2 
(1) plop) =1+d0(x)+ ee) 十 … 
再 从 定理 3.32 和 3.9 式 (2) 得 
xptX)-1 4d 
加 do(X)= lm PE | (lerpen)) 


3.37 ”GLl(n 民 ) 的 子 群 利用 3.34 和 3.35, 通过 取 g[(mC) 的 子 代数 的 寡 ， 可 
直接 得 出 GL(n,C) 的 一 些 典型 Lie 子 群 . 已 经 有 一 个 例子 , 即 GL(n,R) 是 GL(n,C) 
的 一 个 闭 Lie 子 群 并 以 g[(n, 民 ) C gl(n,C) 为 Lie 代数 . 令 Ae gl(n,C), 那么 4 的 转 
置 是 使 得 (4') = 4 的 矩阵 儿 ， 而 人 4 的 复 共 辆 是 答 阵 万 ， 它 的 第 二 个 元 素 4) 是 
局 的 复 共 加 A. 其 中 , n 当然 是 一 个 > 1 的 整数 . 

(a) 西 群 . U(n)= {4e GI(nC): 4-!= 4 

(b) 特殊 线性 群 . Sl(n,C)= {Ae GI(n,C): det A4=1}. 

(c) 复 正 交 群 . O(n,C)= {4e Gl(n,C): 4 = 4 

这 些 群 中 的 每 一 个 都 是 Gi(n,C) 的 抽象 子 群 和 闭 子 集 . 将 利用 3.34 证 明 它们 
都 是 Lie 子 群 . 它们 的 Lie 代数 分 别 是 

(a) 反 Hermite( 埃 尔 米 特 ) 和 矩阵 . u(n) = {4 EgIl(n,C):A+A!= 中 . 

(b) 零 迹 算 阵 . s{(n,C)= {Ae gi(n,C):tr4=0}. 

(e) 反对 称 和 矩阵 D(wC)= {4esttwCc):4+ 生 = 中. 

这 些 例子 中 每 一 个 都 是 g[(mwC) 的 子 代 数 . 为 了 应 用 3.34, 令 U 是 0 在 
gl(m,C) 中 的 一 个 邻 域 , 并 且 使 它 在 指数 映射 下 微分 同 胚 于 GL(wC) 中 单位 元 的 
一 个 邻 域 V. 另外 , 可 以 假定 如 果 A4cU, 那么 4，A! 和 一 A 也 都 属于 U. 并 且 
ltr4j<2r. 为 了 让 W 是 0 在 gr(n,C) 中 的 这 样 一 个 邻 域 : 它 对 于 使 指数 映射 是 微 
分 同 胚 来 说 是 足够 小 的 , 并 且 对 于 使 迹 条 件 被 满足 来 说 也 是 充分 小 的 , 那么 令 
U=WN 玉 NnW'n(-W). 还 要 假定 exp(U nN gt(mR))= GL(nR)NV. 


如 果 AEUNu(n), 那么 =, 因此 人 @js =e4.e4 一 e0 =], 
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这 就 蕴涵 着 e4 EU(n)nV. 反 过 来 , 假设 4eU, 并 且 设 eA eV(nz)nyV, 那 么 
eA 一 (e*)'= 多】 =e? ,这 就 获 洱 着 -4 = 不， 因为 -4 和 不 也 属于 以 而 且 
因为 指数 映射 是 1:1 的 . 因为 4AeUnu(n). 从 3.34 可 知 ,，U(n) 是 GL(n,C) 的 一 个 
闭 Lie 子 群 并 且 以 u(m) 为 Lie 代数 . 类 似 的 论证 说 明 O(n,C) 是 GI(n,C) 的 一 个 闭 
Lie 子 群 , 而 且 具 有 Lie 代数 o(n,C). 

如 果 4est(mC), 那么 由 3.35(8)，dete4 =1, 因此 e4 e S1(n,C). 反 过 来 ， 
若 dete4 =1, 那么 根据 3.35(8)， 对 于 某 个 整数 j,tr4 = (2ri)j . 如 果 另 外 还 有 
AeU, 那么 tr4=0. 因而 3.34 蕴涵 着 S1(n,C) 是 Gi(n,C) 的 一 个 以 si(n,C) 为 
Lie 代数 的 闭 Lie 子 群 . 

从 定理 3.34 并 考虑 到 如 上 所 给 的 结果 立即 可 知 , 特殊 西 群 SU (n) [由 定义 它 
就 是 (njn si(n,C)] 是 Gl(n,C) 的 一 个 闭 Lie 子 群 而 且 具 有 Lie 代数 su(n), 这 是 
由 零 迹 的 反 Hermite 矩阵 组 成 的 g[(n,C) 的 子 代 数 ; 由 定义 实 特殊 线性 群 SL(n, 民 ) 
就 是 51(n,C)nGi(n,R), 它 是 Gi(n, 民 ) 的 一 个 闭 Lie 子 群 并 以 零 迹 实 和 矩阵 组 成 的 
sf(mw 及 ) 为 Lie 代数 ; 由 定义 , 正 交 群 O(n) 就 是 UV(n)n Gi(n,RR), 它 是 Gl(n, 民 ) 的 
一 个 闭 Lie 子 群 并 且 以 实 反 对 称 和 矩阵 组 成 的 o(n) 为 Lie 代 数 ; 而 由 O(n) nSi(n,R) 
定义 的 特殊 正 交 群 SO(n) 是 Gl(n, 展 ) 的 一 个 闭 Lie 子 群 . 而 且 也 以 实 反对 称 和 矩阵 
组 成 的 o(n) 为 Lie 代数 . 

这 些 例子 中 的 每 一 个 均 为 Gli(n, 民 ) 或 Gl(n,C) 的 闭 子 群 , 而 且 从 定理 3.34 或 
定理 3.21 知道 在 每 种 情况 下 Lie 拓扑 都 是 相对 拓扑 . 

酉 群 是 紧 的 ， 不 仅 因 为 它 是 闭 的 ,而且 它 在 Gl(n,C) 中 还 是 有 界 的 ， 因 为 
A 有 = 了 昔 涵 着 对 每 个 的 都 有 |4 ij| 二 1, 而 这 又 蕴涵 着 |4 ji < 1. 由 此 可 知 

潭 


SU(n)，O(n) 和 SO(n) 也 都 是 紧 的 . 

这 些 Lie 群 的 维 数 容易 从 它们 的 Lie 代数 算出 . U (n) 是 必 维 的 ，SL(n,C) 是 
2n? 一 2 维 的 ;O(n,C) 是 n(n 一 1) 维 的 ，5U (n) 是 mn? 一 1 维 的 ;51(n,R) 是 n? 一 1 
维 的 ; O(n) 和 80(n) 都 是 n(n 一) 维 的 


7 连续 同 态 


3.38 定理 令 p: 了 及 一 G 是 以 实 直线 下 到 Lie 群 G 中 的 连续 同 态 , 那么 p 是 
C0™” 的 . 
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证 明 只 要 证 明 p 在 0 点 的 一 个 邻 域 上 是 C” 的 即 可 . 因为 一 旦 证 明了 这 一 
点 , 再 与 适当 的 左 平移 复合 可 得 p 处 处 是 C” 的 . 令 了 是 ee G 的 一 个 邻 域 而 且 在 
指数 映射 下 与 0€ g 的 一 个 邻 域 [微分 同 胚 . 可 以 假定 UV 是 星 形 的 , 即 每 当 X EU 
时 , 对 于 0<t<1, 都 及 eEUV, 而 上 且 令 


0- 售 :xev} 
2 


选取 如 > 0 充分 小 , 使 得 p(t)e exp() 对 上 < 如 成 立 . 令 n 是 一 个 正 整数 , 那么 
在 丸 中 有 唯一 确定 的 元 素 六 和 Y 使 得 expXX= p(t/n) 和 expY = yp(H). 可 以 断 
定 nX =Y. 因为 
exp(nX)= p(t)= exp(Y), 

又 因为 exp 在 U 上 是 单 射 , 所 以 只 需 证 明 nX EU'. 由 于 XeEUV"， 所 以 令 
1< j<n, 并 且 假 定 jX eV'. 要 证 (j+1)XevV'. 现在 (j+1)XeU，, 而 且 
exp((j 十 1)X)=p((j+])to/n), 由 假设 它 属于 exp(U). 因为 exp 在 U 上 是 单 
射 ， 故 由 此 可 知 , (j++])XeUV'. 因此 如 所 断言 的 那样 ， rnXeU 而 且 
nX =Y， 令 m 是 一 个 适合 0<lm|<n 的 整数 . 如 果 m 是 正 的 ,那么 
yp (mio/n)= p(to/n) ”=exp(Y/n)” = exp(mY/n); 如 果 m 是 负 的 , 那么 同样 有 
(mi/n) = p((-m)h/n) = exp((-m)Y/n) = exp(mY/n). 由 连续 性 可 知 ， 
对 于 | t|< 如 ，yp(t)= exp(tY/t0). 因而 p 是 Ce 的. 

3.39 定理 令 yp:H 一 G 是 Lie 群 的 连续 同 态 . 那么 p 是 C” 的 . 

证 明 令 五 是 d 维 的 , 而 且 令 X,…,X4 是 9 的 一 个 基 . 由 


(1) a(t,ta)= (exphX1)…(exptaXa) 


定义 的 映射 a: 了 一 五 是 C” 的 , 并 且 由 3.31(d) 它 在 0e R4 是 非 奇 异 的 ， 所 以 
有 0eRR4 的 一 个 邻 域 V 在 a 之 下 微分 同 胚 于 五 中。 的 一 邻 域 由 于 
tmp(exptXi) 是 从 及 到 G 中 的 连续 同 态 , 因而 由 3.38, 它 是 C” 的. 从 而 poa 
是 0” 的 , 且 因 此 yl [ 它 能 表示 成 (poa)oa | ] 是 0” 的. 由 于 
gov= ho) po ， 所 以 yp 在 整个 太 上 是 C” 的. 


3.40 定义 拓扑 群 G 是 一 个 具有 拓扑 的 抽象 群 G 而 且 使 得 GxG 一 G 的 映 
射 (0,7) 五 or “是 连续 的 . 
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3.41 定理 3.39 的 系 一 个 第 二 可 数 的 局 部 Euclid 的 拓扑 群 至 多 能 有 一 个 可 
微 结构 使 它 成 为 一 个 Lie 群 . 

证 明 ” 恒 等 映射 能 够 给 出 任何 两 个 这 种 可 微 结构 之 间 的 微分 同 胚 . 

Lie 群 论 的 一 个 突出 问题 是 要 决定 是 否 每 一 个 连通 的 局 部 Euclid 的 拓扑 群 都 
有 一 个 可 微 结 构 使 之 成 为 一 个 Lie 群 . 这 个 问题 曾 由 Hilbert( 希 尔 伯 特 ) 在 1900 年 
国际 数学 家 大 会 上 的 著名 讲演 中 提出 , 并 且 在 1952 年 由 Gleason 与 Montgomery 
和 Zippen 得 出 肯定 的 解答 9 

Lie 群 上 的 C” 结 构 曾 有 专门 论述 . 在 文献 [23] 中 可 以 找到 这 样 的 结论 : Lie 群 
上 的 C” 结构 包含 一 个 解析 结构 ， 即 一 族 解 析 交 全 的 坐标 系 (坐标 映射 的 复合 
Ya opp ! 由 收敛 备 级 数 局 部 表示 ). 按照 这 种 说 法 , 定理 3.39 的 一 个 类 似 结果 可 
馆 述 为 : Lie 群 的 每 一 个 连续 同 态 是 解析 的 . 由 此 可 以 得 出 , Lie 群 上 的 C” 结构 包 
含 着 一 个 唯一 的 解析 结构 . 


8 闭 子 群 


3.42 定理 令 G 是 一 个 Lie 群 , 令 4 是 G 的 一 个 抽象 团子 群 , 那么 4 有 唯 
一 的 一 个 流 形 结构 使 4 成 为 G 的 一 个 Lie 子 群 . 

根据 定理 3.21, 4 上 这 个 流 形 结构 中 的 拓扑 必然 是 相对 拓扑 . 

证 明 唯一 性 已 在 定理 3.20 中 证 明 . 令 


(1) a = {XE g:exptX € A 对 所 有 te 及 成 立 }. 
证 明 的 思想 是 说 明 a 是 g 的 一 个 子 空间 , 并 且 应 用 定理 3.34. 从 定义 (1) 显 然 有 , 若 
Xea, 那么 对 任何 te 及 亦 有 区 ca. 现在 令 X,Y ea, 设 


n 
(2) lim [ept xemty] =exp(t(X+Y)). 
nl nn n 


因为 4 是 闭 的 ， 所 以 式 (2) 的 左边 属于 4. 因此 式 (2) 荀 涵 着 X+Y e a. 暂且 假定 
式 (2) 成 立 , 那么 就 证 明了 a 是 g 的 一 个 子 空间 , 并 将 利用 这 一 点 来 完成 定理 的 证 
明 . 将 单独 用 一 个 引 理 来 解决 式 (2) 的 证 明 . 

一 且 证 明了 在 g 中 存在 0 的 一 个 邻 域 UV 在 指数 映射 下 与 G 中 e 的 一 个 邻 域 了 
微分 同 胚 使 得 
(3) exp(UNa)=VNA. 


那么 本 定理 将 从 定理 3.34 得 出 . 
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反之 , 假设 没有 这 样 的 UV 存在 , 那么 在 a 中 有 0 的 一 个 邻 域 W 和 一 个 序列 
{cr} c 4 使 得 在 G 中 oo 一 e, 并 且 


(4) ok ¢ exp(W). 

令 b 是 a 在 g 中 的 任何 补 子 空间 . 从 3.31(d) 可 知 , 由 a(X,Y)= expXexpY 定义 
的 映射 a:axb 一 G 是 C™” 的 并 且 在 (0,0) 是非 奇异 的 . 因而 有 0 在 a 中 的 邻 域 
Ws CW 和 0 在 6b 中 的 邻 域 瑰 使 得 aly sw 是 从 WxW 到 e 在 G 中 的 一 个 邻 域 V 
的 微分 同 胚 . 如 果 能 够 选取 Wi 充分 小 使 得 


(5) ANexp(W, —{0})= 2, 


那么 就 可 得 出 矛盾 如 下 : 对 于 上 充分 大 ，ok E 六 ,从 而 ok = exp XiexpX 对 
XX EW 和 YY € W, 成 立 , 其 中 由 (4)，Yi =0. 但 是 me 4， 同样 还 有 exp Xe A; 
因而 exp Yi < 4， 而 这 与 式 (5) 矛 盾 . 

最 后 证 明 可 以 选取 W 使 它 满足 式 (5). 仍然 用 反 证 法 来 证 . 假设 有 一 个 序列 
{35} C WW 使 得 Yi 二 0，Y 一 0 而 且 expYi& 4， 那么 就 有 一 个 子 序列 {Y;} 和 一 
个 满足 t 一 0 的 正 实数 序列 全}, 使 得 序列 {Y; /二 } 收 敛 于 W 中 的 某 个 Y < 0( 在 
b 上 选取 一 个 范 数 使 得 其 单位 球面 在 Wi 中 , 并 且 令 是 的 范 数 ). 对 于 + > 0 ， 
令 nj(t) 是 小 于 或 等 于 (4/#; ) 的 最 大 整数 ,那么 


t 
-1l<n(i)s 
了 


， 


TI~ 


因而 jim tjn; (t) = 从 而 
exptY = exp [lim ny @a = lm (exp¥ ， 
它 属于 4. 由 于 exp(-tY) = (exptY) ,那么 对 于 所 有 实数 texptY € 4 ， 而 这 
蕴涵 着 Y ea. 这 与 了 是 W 的 非 零 元 的 事实 韦 盾 . 
为 了 完成 证 明 需 要 下 列 引 理 , 显然 它 蕴涵 着 式 (2) 成 立 . 
引 理 令 G 是 一 个 带 着 Lie 代数 8 的 Lie 群 . 如 果 X,Y eg, 那么 对 于 t 充 分 
小 ， 


(6) exptXexpty = exp{(X +Y)+ o(2)} 


其 中 ，0 (2 ) 表 示 t 的 一 个 g 值 的 0” 函数 使 得 (l/)O 人) 在 二 0 是 有 界 的 . 
证 明 对 于 t+ 充分 小 , 在 g 中 有 一 条 C” 曲线 Z(t) 使 得 
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(7) exptX exptY = exp2(t). 


因为 曲线 
tm exptX -exptY 


在 三 0 点 的 切 向 量 是 X(e) 二 Y(e) (见习 题 11), 由 此 可 知 ，2(t) 在 二 0 点 的 切 向 
量 是 XX 十 Y ,所 以 在 二 0 点 附近 Z(t) 的 带 积分 余 项 的 Taylor 展开 式 具有 下 列 形 
式 : 

(8) Z(t)=t(X+Y)+0(), 


其 中 ，O 人 吧 ) 是 + 的 Cg 值 函数 使 得 (WP )O (e) 在 寻 0 点 是 有 界 的 . 从 式 (7) 和 式 
(8) 就 可 得 出 式 (6). 

3.43 定理 令 %:G 一 天 是 一 个 Lie 群 同 态 . 如 果 4= kerWa = kerdy ， 
那么 4 是 G 的 一 个 闭 Lie 子 群 而 且 带 有 Lie 代数 a. 

证 明 4 是 G 的 一 个 抽象 团子 群 ， 因 此 由 3.42, 4 是 G 的 一 个 Lie 子 群 . 如 果 
XE g，, 那么 根据 3.33( 连 同 8=A 和 ?是 包含 映射 ), X 属 于 4 的 Lie 代数 当 且 仅 
当 对 所 有 te 了 R，exptXe4 ， 而 这 种 情况 发 生 ， 当 且 仅 当 对 所 有 
tE RR， (exptX)=e. 由 3.32， 这 后 一 条 件 等 价 于 对 所 有 te R,exptdy(X)=e， 
而 这 种 情况 发 生 ， 当 且 仅 当 dy(X) = 0， 即 当 且 仅 当 X ea. 


9 伴随 表示 


3.44 定义 令 M 是 一 个 流 形 , 令 G 是 一 个 Lie 群 . 把 对 所 有 
0,TEG 和 m € M 使 得 


(1) H(on,m)=p(0,p(T,m), plem)=m 


的 C0” 映射 :GxM 一 M 称 为 G 在 M 上 的 左 作 用 . 如 果 j:GxM 一 M 是 G 在 
M 上 的 左 作用 , 那么 对 于 一 个 固定 的 ce G , 映射 mp(o,m) 是 M 上 的 一 个 微 
分 同 胚 , 将 它 记 为 p. 类 似 地 , 一 个 C” 映射:M xG 一 M 使 得 


(2) HA(m,o7) = p(p(m,0),7), A(me)=m 


对 所 有 mr e G 和 m e M 成 立 , 则 称 之 为 G 在 M 上 的 右 作用 . 
3.45 定理 令 j:GxM 一 M 是 G 在 M 上 的 左 作用 . 假设 mo e M 是 一 个 不 
动 点 ， 即 对 于 每 个 re G, 均 有 ji (mo) = mo，, 那么 由 
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(D (c)= dpo 


Mmo 
定义 的 映射 
(2) yp:G 一 Aut(Mn) 
是 G 的 一 个 表示 . 
证 明 因为 
(3) V07)= duer|w = dp o pr)|ue, = (0) (7), 


所 以 少 是 一 个 同 态 . 剩 下 只 要 证 明 少 是 C” 的 . 为 此 ， 只 需 证 明 风 与 Aut (45) 上 
的 任意 坐标 函数 的 复合 是 C” 的 . 于 是 通过 选取 M 的 一 个 基 , 然后 利用 这 个 基 
把 Aut(M,) 与 非 奇异 矩阵 等 同 而 得 到 Aut(M,,) 上 的 一 个 坐标 系 . 通过 把 
Aut (M,, ) 的 元 应 用 于 Mm 的 基 ， 然 后 再 应 用 对 偶 基 而 得 到 与 这 个 元 素 伴随 的 矩 
阵 . 因而 只 要 证 明 如 果 w e Mm,a e M"*,, 那么 
(4) om a(dp (w)) 
是 CG 上 的 一 个 函数 即 可 . 为 了 (4)， 只 需 证 明 
(5) om dpo (vw) 
是 G 到 M 中 的 一 个 C” 映射, 或 者 等 价 地 证 明 (5) 是 G 到 T(M) 中 的 一 个 C” 映 
射 . 但 是 (5) 恰 好 是 下 列 C” 映射 的 复合 : 
G 一 T(G)xT(UM) 一 T(GxM) 一 T(M)4 

其 中 ， 第 一 个 映射 为 cr (ci0),(movao))， 第 二 个 映射 是 T(GJ)xT(M) 到 
T(G x M) 的 标准 微分 同 胚 , 第 三 个 映射 是 dy . 因而 是 C” 的 . 

3.46 伴随 表示 一 个 Lie 群 G 通 过 内 自 同 构 


(1) a:GxG—G, a(o,T)=oro !=a,(7) 
左 作用 于 它 自 身 . 单位 元 是 这 个 作用 的 不 动 点 . 因此 由 3.45, 映射 
(2) om dala sg 


是 G 到 Aut(g) 的 一 个 表示 . 把 它 称 作 伴随 表示 并 且 记 为 
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(3) Ad:G — Aut(g). 
把 伴随 表示 的 微分 记 为 ad, 即 
(4) d(Ad) =ad, 


并 且 把 Ad(o) 记 为 Ad,, 把 ad(X) 记 为 adx. 因而 由 3.32, 得 到 交换 图 表 


c 外 Aut(g) 


(5) exp | Ee 
ad 


9 End(g) 


同样 把 3.32 应 用 于 G 的 自 同 构 ov ， 就 得 到 交换 图 表 


G G 
(6) exp | | ep 
Ad。 
9 一 -一 一 0 
换言之 有 
(7) exptAd, (X) = cc(exptX)o-. 
在 G = Aut(Y) 的 特殊 情况 下 ,上 面 的 图 表 变 为 
Aut(V) Ea Aut(End W) 
exp exp 


EndW “> End(End 


(8) 
A 


exp exp 


EndW Ad ， End( 


其 中 Be Aut(V). 如 果 另 外 还 有 C e End(V), 那么 
(9) Ads(C)=BoCoB-L 
由 于 从 3.36(2), 利用 3.35(15) 和 3.35(6), 得 到 
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d d 人 
Adn(O= 训 oemtc)= 中 (Boec op 
图 
d 


十 etBoCoB 一 BoCo B-1L. 
dtl=o 


类 似 地 , 在 G = Gl(mwR) (或 Gl(wC))，BeGl(wR) 和 Cesel(mw 及 ) 的 情况 下 ， 
则 有 
(10) Adp(C)= BCB-. 


3.47 命题 令 G 是 一 个 Lie 群 并 且 以 g 为 Lie 代数 , 令 XY eg, 那么 


(1 adxY =[X,Y]. 
证 明 由 3.36(2)， 
(2) adxY = 图 ， Ad(exp oj 
d d 
= 站， Adexpix (Y) = iho d (Gopix )(Y). 


因而 若 像 平常 那样 ， 以 X, 表示 伴随 于 X 的 微分 同 胚 的 单 参数 群 ， 那么 
d 
(3) adxY (e) = 天 d (i x) )G (ea)( (©) 


二 总 Ly d (ep) )Y | ) 


d 
到 0) 


=(LXY)(e)=[X,Y](e). 


最 后 一 个 等 式 从 2.25(b) 得 出 . 因为 adxY 和 [X,Y] 都 是 左 不 变 的 , 所 以 (1) 是 (3) 的 
直接 推论 . 

3.48 定理 令 ACG 是 连通 Lie 群 G 的 一 个 连通 Lie 子 群 , 那么 4 是 G 的 
正规 子 群 当 且 仅 当 4 的 Lie 代数 a 是 g 的 一 个 理想 . 

证 明 设 a 是 g 的 理想 . 令 Y ea, Xeg, 且 o =expXX, 那么 
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(1) ol(expY)o ! =expAd, (Y) [3.46(7)] 
= exp((expadx)(Y)) [3.46(5)] 
exply err ed | .5015) 和 3.47] 


2! 
在 假定 a 是 9 的 理想 的 条 件 下 , (1) 的 最 后 一 节 中 的 级 数 收敛 于 a 的 一 个 元 , 于 是 
(2) olexpY)o ! eh, 


那么 , 由 3.18 和 3.31(d)，4 是 由 形 如 expY 的 元 素 生成 的 , 而 G 由 形 如 expX 的 
元 素 生成 . 这 与 (2) 一 起 就 弄 涵 着 4 是 G 的 正规 子 群 . 

反之 , 假设 4 是 G 的 正规 子 群 , 令 s 和 t 是 实数 . 令 Y ea，X eg 并 上 且 令 
0 = 二 exptX . 那么 根据 (1)， 


(3) o(expsY)o™! =expAd, (sY)= exps{(expadix )(Y)}. 


因为 4 是 正规 的 , 所 以 o (expsY)o-! € 4; 因而 从 (3) 和 3.33 得 知 对 所 有 te 以 ， 
(expadix)(Y) ea. 于 是 ， 


(4) (expadix )(Y) = (expt(adx))(Y) 
=Y #7]+ SOY+ 


这 是 a 中 的 一 条 光滑 曲线 , 它 在 寻 0 点 的 切 向 量 是 [X,Y]. 从 而 [X,Y]ea, 而 且 a 
是 9 的 一 个 理想 . 

3.49 定义 

(a) g 的 中 心 ={X eg:[X,Y]= 0 对 所 有 Y eg 成 立 } . 

(b) G 的 中 心 ={o eG:cor = To 对 所 有 r e G 成 立 }. 

3.50 定理 令 G 是 一 个 连通 Lie 群 . 那么 G 的 中 心 是 伴随 表示 的 核 . 

证 明 令 o 属 于 G 的 中 心 . 令 Xeg, 那么 对 所 有 te 了 及， 
(1) exptX =o(exptX)o! = exptAd, (X). 


因而 X= Ad (X), 所 以 o eker(Ad). 反 过 来 , 令 oc € ker(Ad) . 那么 式 (1) 仍 然 
成 立 . 因而 在 G 中 oa 可 与 e 的 一 个 邻 域 中 的 每 一 个 元 交换 . 因为 G 是 连通 的 ,所 
以 c 与 G 的 一 切 元 交换 . 因而 o 在 G 的 中 心 内 . 

系 (a) 令 G 是 一 个 连通 Lie 群 , 那么 G 的 中 心 是 G 的 一 个 闭 Lie 子 群 , 并 且 
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以 g 的 中 心 为 其 Lie 代数 . 
系 (b) 一 个 连通 Lie 群 G 是 Abel 群 当 且 仅 当 它 的 Lie 代数 g 是 交换 的 . 
3.51 命题 令 和 了 属于 Lie 群 G 的 Lie 代 数 g, 那么 
[X,Y]=0 = exp(X+Y)=exp XexpY . 


证 明 由 和 和 7 张 成 的 8 的 子 空间 a 是 g 的 一 个 子 代数 , 而 且 G 的 相应 的 连 

通 Lie 子 群 4 是 Abel 群 , 令 
Q(t) = exptX exptY » 
那么 w 是 从 及 到 G 中 的 一 个 C 映射 而 且 是 一 个 同 态 , 因为 4 是 Abel 群 . a 在 0 
点 的 切 向 量 是 X(e) + Y(e) (见习 题 11)， 于 是 对 所 有 十 
exptXexpty = expt(X+Y). 

3.52 ”评注 ”回想 到 在 3.27 中 曾 叙 述 过 Ado 定理 , 它 断 言 任何 Lie 代数 g 都 
有 在 某 个 gl(n, 民 ) 中 的 忠实 表示 ,由 此 可 知 , 存在 一 个 以 g 为 Lie 代 数 的 Lie 群 . 如 
果 g 的 中 心 是 平凡 的 , 那么 就 能 从 伴随 表示 得 到 这 样 一 个 忠实 表示 . 类 似 地 , 由 
adx(Y) = [X, 六 定义 ad : g 一 End(g), 并 且 可 以 验证 这 是 一 个 Lie 代数 同 态 . 如 
果 g 的 中 心 是 平凡 的 , 那么 ad 是 1:1 的 , 所 以 有 g 在 End(g) 中 的 一 个 忠实 表示 . 连 


同 3.19 节 一 起 , 这 就 为 “每 一 个 具有 平凡 中 心 的 Lie 代数 必定 是 某 个 Lie 群 的 Lie 
代数 ”这 一 断言 给 出 了 一 种 简单 的 证 明 . 


10” 双 线性 运算 和 双 线 性 形式 的 自 同 构 与 求 导 


3.53 定义 令 VV 是 一 个 有 限 维 的 实 向 量 空间 或 复 向 量 空间 . V 上 的 一 个 双 
线性 运算 是 一 个 线性 映射 小 :V @TY 一 了 ,， 当 了 是 一 个 实 向 量 空间 (或 复 向 量 空 间 ) 
时 , 张 量 积 也 相应 地 取 在 实数 域 (或 复数 域 ) 上 . 使 用 记号 

wv By) = {v,w}. 
(a) 令 
Ay(V)= {a € Aut(V):a{v,w}={a(v),a(w)} 对 所 有 wv,w EV 成 立 }. 
如 (Y) 的 元 素 是 了 的 自 同 构 ， 它 保持 双 线 性 运算 乡 . 
(b) 令 
dy = {l€ End(V) :Lv,w} = {Uv),w} + {v,l(w)} 对 所 有 wv,w EV 成 立 }. 
把 ay 的 元 素 称 为 双 线性 运算 沙 的 导数 . 
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3.54 定理 ”A4,(V) 是 Aut(V) 的 一 个 以 0 为 Lie 代数 的 闭 Lie 子 群 . 

证 明 容易 验证 ap 是 End(V ) 的 一 个 子 代 数 , 而 4(V) 是 Aut(V) 的 一 个 抽 
象 闭 子 群 . 根据 定理 3.42，A,(V) 是 Aut(V) 的 闭 Lie 子 群 . 令 a 是 刀 (V) 的 Lie 代 
数 . 只 需 证 明 a = ay 即 可 . 

如 果 l1eEa, 那么 exptie 4(V), 因此 


(1) (expt){v,w} = {(expt)(v),(expt)(w)}. 
式 (1) 的 两 边 都 是 V 中 的 光滑 曲线 . 取 它们 在 {=0 的 导数 , 则 得 到 
(2) Hv,w} = {Av),w} + {vl(w)}, 


这 证 明 !e pv [注意 到 V @V 中 的 曲线 p(t) @ wD) 在 t= 0 点 的 导数 (或 切 向 量 ) 等 于 
p(0) @ HO) + HO) ® AO)]. 
反 过 来 , 假定 1e ow ,为 证 明 !e a ， 只 需 证 明 对 所 有 屿 exptle A,(V). 令 
1@1 表 示 由 
(LI@lue@w)=Iu)Q@vw 


定义 的 V@TY 的 自 同 态 . 1€ pw 的 事实 意味 着 对 于 V 中 的 所 有 vv 和 w,， 有 


(3) Uv,w} = {Av),w} + {v,1(w)}, 
而 且 这 能 被 表示 成 

(4) loy=Yo(l®1+1®)). 
从 式 (4) 得 到 

(5) oy=Yo(l®1+1®1), 
于 是 ， 

(6) eu oy= 轴 oetlleltl8D . 


由 于 (181)o(181)=(181)o(1@1), 所 以 可 把 3.35(9) 应 用 于 式 (6) 的 右边 , 那么 
由 ette0 = et81 等 式 (6) 变 为 
(7) el oy =Woel!®) oette0 ~ yo(e! ®1)o(l®e!)=yoe! @et. 
因而 对 于 V 中 的 所 有 vv 和 ww， 
(exptl){v,w} = {(expt)(v), (expt)(w)}, 
这 蕴涵 着 对 所 有 te 民 ，expt! € hy(V) ,因而 a = 9,， 于 是 定理 得 证 . 


3.55 定义 ”仍然 令 了 是 域 上 的 有 限 维 向 量 空间 , 其 中 , F 为 RR 或 C.V 上 
的 双 线 性 形式 B 是 线性 映射 B:V @V 一 下, 使 用 记号 B(v @w) = (wu). 
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(a) 令 
Ap(V) = {a € Aut(V):a(v,w)=(a(v),a(w)) 对 所 有 wv,w EV 成立}. 


Ap(V) 的 元 素 是 V 的 保持 双 线 性 形式 B 的 自 同 构 . 
(b) 令 


08 = {le End(V): (lv),w)+(v,l(w)) = 0 对 所 有 vw,wéeEV 成 立 }. 


把 0 的 元 素 称 为 双 线 性 形式 B 的 导数 . 
3.56 ”定理 ”Ap(V) 是 Aut(V) 的 一 个 以 0 为 Lie 代数 的 闭 Lie 子 群 . 
其 证 明 类 似 于 定理 3.54 的 证 明 , 把 它 留 给 读者 作为 习题 . 


3.57 ”定理 3.54 和 3.56 的 应 用 


(a) 令 V 是 一 个 带 有 内 积 运算 B 的 实 向 量 空间 . 根据 定理 3.56, V 的 保持 内 积 
的 自 同 构 构成 一 个 闭 Lie 子 群 4p(V) c Aut(V), 它 的 Lie 代数 是 内 积 B 的 导数 的 
Lie 子 代数 op C End(V), 选取 V 的 一 个 标准 正 交 基 , 现在 考虑 Aut(Y) 与 
Gl(n, 民 ) 的 Lie 群 同 构 以 及 伴随 的 End(V) 与 gl(n, 民 ) 的 Lie 代数 同 构 , 它 是 由 伴随 
于 V 上 的 其 矩阵 关于 这 个 基 的 每 个 线性 变换 决定 的 . 容易 看 出 ，Ap(V) 被 映射 到 
正 交 群 O(n) C Gl(n, 民 ) 上 ，?8 被 映射 到 gl(n, 民 ) 中 的 反对 称 和 矩阵 的 集合 o(n) 上， 
这 就 提供 了 对 于 “ 正 交 群 O(n) 是 Gl(n, 恨 ) 的 一 个 以 on) 为 Lie 代数 的 闭 Lie 子 群 ” 
这 一 事实 的 另 一 种 证 明 . 

(b) Lie 代数 g 有 一 个 双 线性 运算 一 一 括号 [ , ]. g 的 保持 括号 运算 的 自 同 构 
恰好 是 9 的 Lie 代数 同 构 . 把 它们 记 为 4(g). 根据 3.54，4(g) 是 Aut(g) 的 一 个 闭 
Lie 子 群 ， 而 且 以 [，] 的 导数 为 Lie 代数 , 将 它 记 为 0(g). 

设 G 是 一 个 以 9 为 Lie 代数 的 单 连通 Lie 群 . 令 4(G) 是 G 的 所 有 Lie 群 自 同 
构 组 成 的 群 . 由 Wa) = da 定义 的 映射 


:AG)— Alg) 


是 一 个 同 态 , 而 且 由 3.16 它 是 1:1 的 , 由 3.27 它 还 是 到 上 的 . 因而 可 以 通过 诱 
导 A(G) 上 的 一 个 流 形 结构 , 使 A(G) 成 为 一 个 Lie 群 ， 并且 带 有 与 9(g) 同 构 的 Lie 
代数 . 
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3.58 定理 令 万 是 Lie 群 G 的 一 个 闭 子 群 , 令 G/ 五 是 模 五 的 左 陪 集 的 集 
合 {oH :o EG}. 令 不 G 一 G/ 且 表示 自然 投影 fo) = oH ,那么 G/H 有 唯一 
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的 一 个 流 形 结构 , 使 得 

(a) 7 是 C” 的 . 

(b) 存在 G/H 在 G 中 的 光滑 截面 , 即 如 果 oH e G/ 五 , 则 有 oH 的 一 个 邻 
域 WW 和 一 个 C” 映 射 +:W 一 G 使 得 roi=id. 

证 明 存在 性 . 通过 要 求 UV 在 G/ 五 中 是 开 的 当 且 仅 当 下 *(U) 是 G 中 的 开 集 
而 将 G/ 互 拓扑 化 . 由 于 这 个 拓扑 成 为 一 个 开 映 射 ， 这 是 因为 车 W 在 G 中 是 开 
的 , 那么 

mr(W))= UY wh, 
heHl 


这 蕴涵 着 xn(W) 在 G /五 中 是 开 的 . 此 外 ，G /五 还 是 Hausdorff 的 . 为 了 看 出 这 一 
点 , 首先 注意 到 由 那些 存在 一 个 he 万 使 得 o = 区 的 所 有 偶 (c,r) 组 成 的 集合 
RCGxG 是 一 个 闭 集 , 因为 R=a-'(H), 其 中 ,a 是 GxG 到 G 中 的 连续 映射 
(or) 一 rio. 如 果 oH 和 7 是 G/H 中 不 同 的 点 , 那么 (o,7) 不 属于 R， 因 而 在 
G 中 存在 o 的 开 邻 域 V 和 7 的 开 邻 域 W 使 得 (VxW)NR= ,那么 x(V) 和 
7(W) 分 别 是 o 五 和 7 互 的 互 不 相交 的 开 邻 域 , 这 就 是 证 明了 G /五 是 Hausdorff 的. 
G 上 的 一 个 可 数 拓扑 基 在 "下 映射 成 G/ 五 上 的 一 个 可 数 拓扑 基 . 因而 G /五 是 第 
二 可 数 的 . 

根据 3.42, 闭 子 群 H 是 G 的 一 个 Lie 子 群 . 设 G 是 d 维 的 而 五 是 d-k 维 的 . 为 
了 证 明 G /五 是 局 部 Euclid 的 , 并 且 为 了 在 G/ 上 得 到 一 个 由 光滑 交 荆 的 坐标 
系 组 成 的 覆盖 ,首先 证 明 在 G 中 的 e 点 处 存在 一 个 以 z1,… ,za 为 坐标 函数 的 立方 
体 中 心 坐 标 系 (U,wp), 使 得 具有 形式 


(1) Zi 二 常数 ”对 所 有 i Ee {1,…, 上 有 成立 
的 互 不 相同 的 片 位 于 万 的 不 同 左 陪 集 上 . 令 多 是 由 五 的 Lie 代数 决定 的 G 上 的 
分 布 , 那么 由 1.60, 在 G 中 的 e 点 处 有 一 个 立方 体 中 心 坐标 系 {V,p} 以 z1…,za 为 


坐标 函数 使 得 多 在 V 中 的 积分 流 形 是 具有 形式 (1) 的 片 . 由 于 五 是 G 的 一 个 闭 子 
群 ， 因此 它 作为 一 个 Lie 子 群 具有 相对 拓扑 , 可 以 将 了 选取 得 充分 小 , 使 得 


(2) V N= 经 过 e 的 片 50. 
选取 e 的 关于 坐标 系 (V,w ) 为 立方 体 的 邻 域 U0 和 V, 使 得 
(3) VhcV, UVcWw. 


现在 设 o 和 7 是 U 的 位 于 模 万 的 同一 个 陪 集中 的 两 点 , 因此 oc er 玉 于 是 ， 
(4) TloEeVNH=VNS,o. 
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因而 oe T(Vi N50). 由 于 r (Vin5o) 是 多 的 积分 流 形 ， 由 VV 在 式 (3) 中 的 选择 可 
知 该 流 形 在 了 中 , 而 且 它 是 连通 的 . 因此 r(W nsSo) 在 了 的 单个 片 中 , 所 以 和 T 
在 同一 片 中 . 反 过 来 , 容易 看 出 单个 片 在 单个 陪 集中 . 因而 (UV,y ) 就 是 所 要 求 的 坐 
标 系 . 


Ar) O/H 
令 5 是 yp(D0) 的 一 个 片 . 使 得 zy1,… ,za 在 该 片上 为 零 . 令 5 1 是 由 
(5) B11=rop :3 — (0) 


定义 的 映射 ,那么 由 坐标 系 (Up) 的 选取 . 5! 是 一 一 的 而 且 还 是 连续 的 从 而 是 一 
个 开 映 射 ; 因此 它 是 一 个 同 胚 . 令 5$ 是 它 的 逆 ， 
(6) Pin(U) = 5 CR, 


那么 (x(U),$) 是 G /五 中 单位 陪 集 处 的 一 个 坐标 系 . 通过 左 平移 即 可 得 到 G/ 五 的 
其 他 陪 集 处 的 坐标 系 . 实际 上 , 如 果 c e G, 那么 令 is 是 由 G 上 的 左 平移 诱导 的 
G/ 旦 的 同 胚 , 即 


(7) LTH)= orH. 
于 是 对 于 每 个 oH e G/ 五 , 可 以 通过 置 
(8) Bon =B olor oy 


定义 一 个 映射 Buy ,那么 (io(m(U)),Bon) 就 是 o 五 处 的 一 个 坐标 系 . 注意 到 按照 这 
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种 记号 ， 即 5 恰好 是 映射 5. 可 以 断定 ,通过 把 坐标 系 族 
(9) {Gr(0)), gon):o eG} 


极 大 化 就 能 得 到 G/ 瑟 上 的 一 个 可 微 结构 . 只 需 验 证 在 交友 处 的 可 微 性 即 可 . 所 
以 令 {&,(r(D),2oa) 和 人 5,(r(C)),Posa ) 是 两 个 这 样 的 坐标 系 , 并 且 令 


(10) V = panllo (r(U) NY, (nO))). 


必须 证 明 Bg oa 


是 C0” 的 . 令 t eV ，, 那么 由 于 je- ojo og !(t) en(U)， 

lV 
所 以 存在 一 个 元 素 ge 鼠 ， 使 得 oiloupr1(tg e U . 由 此 可 知 , 在 V 中 存在 t 的 一 
个 邻 域 W 使 得 o21o1p ““(W)g EU .只 要 证 明 5。,yo8o,n|w 是 C” 的 即 可 . 但 是 
能 够 把 5。,4 o Bz |w 表示 成 下 列 C” 映射 的 复合 : 
(11) Pan oP |w = mopon oo, op |w， 
其 中 ,zo 是 p(V) 到 9 上 的 标准 投影 . 因而 8。,y ego nz|y 是 Ce 的. 

对 于 G/H 上 的 这 个 可 微 结构 而 言 , 投影 映射 +:G 一 G/ 刀 是 Ce 的. 实际 
上 ,限制 于 一 个 形 如 4,(V) 的 开 集 上 ,不 过 是 复合 映射 B54 ero epo in 而 
已 . 因而 结果 (a) 成 立 ; 而 对 于 (b) 来 说 , 在 of 的 邻 域 i (7(U)) 上 ,lo oprlopop 
是 G/HH 在 G 中 的 一 个 局 部 光滑 的 截面 . 

唯一 性 、 令 (G/ 且 ), 表示 G/ 互 带 有 满足 (a) 和 (b) 的 另 一 个 可 微 结构 . 


G 


G/H (6/, 


id 


那么 恒 等 映 射 及 其 逆 都 是 C% 的 , 因为 它们 都 能 局 部 表示 成 到 G 中 的 局 部 光滑 截 
面 跟 的 复合 . 因而 id 是 一 个 微分 同 胚 ,这 就 证 明了 唯一 性 . 
3.59 定义 ”对 于 形 如 G/ 豆 的 流 形 , 其 中 , G 是 一 个 Lie 群 , 瓦 是 G 的 一 个 闭 


子 群 ， 而 且 流 形 结构 是 满足 定理 3.58 的 (a) 款 和 (b) 款 的 唯 1:1 个 流 形 结构 ， 则 称 之 
为 齐 性 流 形 . 


3.60 评注 注意 到 f 是 G/ 厂 上 的 C” 函数 当 上 且 仅 当 fo 7 是 G 上 的 C™ 函数 ， 
因为 若 是 C” 的 , 那么 f or 一 定 是 Ce 的 . 反之 , 若 f or 是 Ce 的 , 那么 由 于 f 
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能 够 局 部 地 表示 成 G/ 互 在 G 中 的 一 个 光滑 截面 与 fo7 的 复合 , 所 以 f 也 是 C” 
的 . 
3.61 定义 令 


(1) n:GxM—»M 

是 G 在 M 上 的 一 个 左 作 用 ( 见 3.44), 并 像 通 常 那样 , 令 

(2) mo(m) = M0,m) . 

如 果 e 是 G 的 唯一 使 成 为 M 上 的 恒 等 映 射 的 元 素 , 那么 称 这 个 作用 是 有 效 的 . 
如 果 当 m 和 nn 属于 MM, 均 在 G 中 存在 一 个 o 使 得 n,(m) = n, 那么 把 这 个 作用 称 
为 可 迁 的 . 令 mo e M ， 而 且 令 

(3) H={0€G:n(m)= mo}, 

那么 五 是 G 的 一 个 闭 子 群 , 称 为 mo 点 的 迷 向 群 . 作用 ”限制 在 卫 上 就 给 出 五 在 
M 上 的 一 个 左 作用 , 并 且 以 mo 为 不 动 点 . 因此 由 3.45， 有 表示 


(4) Qa: Ho Aut(Mn,), 


其 中 ，a(o) = dmolw 把 Ma, 的 线性 变换 群 a() 称 为 mo 点 的 线性 迷 向 群 

3.62 定理 令 n:GxM 一 M 是 Lie 群 G 在 流 形 M 上 的 一 个 可 迁 的 左 作用 . 
令 mo EM，, 令 五 是 mo 点 的 迷 向 群 . 由 oH) =n,(mo) 定 义 一 个 映射 
(1) B:G/H—M, 
那么 5 是 一 个 微分 同 胚 . 

证 明 首先 ,注意 到 亡 是 完全 确定 的 . 因为 对 于 作 何 he 瓦 moh(mo)= 
mo(mh(mo)) = 加 (mo)， 由 于 G 的 可 迁 作用 户 是 满 射 . 又 因为 若 所 oH) = BTHH)， 
那么 .1,(mo) = mo， 这 蕴涵 着 ro Ee 甩 , 即 oH =T 有 ,所 以 户 又 是 单 射 . 鉴于 
第 1 章 的 习题 6， 只 要 证 明 亡 是 Ce 的 而 且 d5 在 每 一 点 是 非 奇 异 的 即 可 . 

根据 评注 3.60, 是 C” 的 当 且 仅 当 ox 是 C” 的 , 其 中 ,x 是 G 到 G/HH 上 
的 自然 投影 . 但 是 ， 

(2) Bor=noin, 
其 中 ，i 是 由 
(3) im(0) = (omo) 
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定义 的 G 到 GxG 中 的 Ce 映射 . 因而 万 是 Ce 的 . 

令 6= of. 由 于 dyle 的 核 是 (oH),。c Go， 所 以 为 了 证 明 d 中 cy 四 是非 
奇异 的 ， 只 要 证 明 drle 的 核 也 是 (万 )。 即 可 . 因为 对 于 每 个 re G ， 
@) B=n opBols, 
所 以 只 需 证 明 dple 的 核 是 有 H. 即 可 . 无 疑 ，He Cker(dB|G.)， 因 此 令 
ze ker (dBls ). 为 了 证 明 z e H,， 只 需 证 明 对 所 有 te 及 ,都 有 exptX e 甩 ,其 
中 ,X 是 G 上 由 z 决 定 的 左 不 变 向 量 场 . 为 此 只 要 证 明 M 中 曲线 t P(exptX) 的 
切 向 量 恒 为 零 即 可 ， 因 为 那 时 有 B(exptX) = mo， 而 这 蕴涵 着 exptX e 及 对 所 有 
成 立 . 该 曲线 在 t 点 的 切 向 量 是 


dB(Xexptx)=d(nexpex © Bo lexp( tx)) (Texptx ) 
= dexptx © dB(X(e))=dnexptx ° dB(7)=0, 


因而 d5 是 处 处 非 奇 异 的 . 于 是 定理 得 证 . 

. 3.63 评注 如 果 G 是 一 个 Lie 群 有 五 是 G 的 一 个 闭 子 群 , 那么 有 G 在 齐 性 
流 形 G/ HH 上 的 一 个 自然 的 左 作用 i， 即 

(1) i:GxG/H—=G/H, ilo,rH)=orH. 


容易 验证 1 是 C” 的 并 且 确 实 给 出 G 在 G/ 瑟 上 的 一 个 左 作用 . 而 且 显 然 1 是 一 个 
可 迁 的 作用 . 于 是 , 对 于 G 中 的 每 一 个 a。，is [记号 与 3.61(2) 中 相同 ] 是 G/ 瓦 上 的 
一 个 微分 同 胚 ,， 而且 给 定 G/ 五 的 任何 两 点 rH 和 YH ,都 有 一 个 微分 同 胚 im! 将 
7 旦 映射 到 7H. 形 如 G /五 的 微分 流 形 被 称 作 齐 性 流 形 的 理由 是 它们 拥有 微分 同 
胚 的 这 个 可 迁 群 . 反之 , 定理 3.62 说 明 : 若 一 个 流 形 M 在 3.61(1) 的 意义 上 具有 微 
分 同 胚 组 成 的 一 个 可 迁 群 , 那么 M 微分 同 胚 于 齐 性 流 形 G/ 互 . 

从 定理 3.62 得 出 G/ 五 上 的 流 形 结 构 的 另 一 个 特征 ， 即 集合 _G/ 瓦 有 唯一 的 
一 个 流 形 结构 使 得 自然 映射 (1) 是 Ce 的 . 

3.64 定理 令 G 是 一 个 Lie 群 而 且 五 是 G 的 一 个 正规 闭 子 群 . 那么 齐 性 流 
形 G/ 互 连同 它 的 自然 群 结构 一 起 成 为 一 个 Lie 群 . 

证 明 ”只 需 验 证 G/ 甩 xG/ 且 一 G/ 瑟 的 映射 


(1) (oH,TH)m or 1H 


是 0” 的 . 令 oav :W, 一 G 和 or :W, 一 G 是 G/H 在 G 中 分 别 在 oH 的 邻 域 W, 
上 和 7 五 的 邻 域 W, 上 的 局 部 截面 . 那么 映射 (1) 能 够 局 部 表示 成 下 列 C” 映射 
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的 复合 : 
(2) Topo 人 (arxoar)， 


其 中 ，yp :GxG 一 G 是 映射 p(o,7)= or 

3.65 ” 章 性 流 形 的 例子 

(a) 令 {ei :i=12,…,n} 是 RR" 的 标准 基 , 其 中 ，e; 是 除 第 i 个 位 置 为 1 其余 
全 为 0 的 n 元 组 . 通过 要 求 


(1) ca(o)= > ojei， 
每 个 矩阵 ce Gl(n, 民 ) 唯一 地 决定 及" 上 的 一 个 线性 变换 ， 也 把 它 记 为 . 换 句 话 


说 , 把 R" 的 nn 元 组 看 作 nx1 和 矩阵 , 那么 o 通过 矩阵 乘法 以 自然 的 方式 作用 在 RR” 
上 . 映射 (0,v) 忆 o(v) 给 出 Gl(n, 民 ) 在 及 "上 的 一 个 左 作用 : 


(2) Gil(n, R)xR” — R". 


令 (，) 表示 R" 上 的 标准 内 积 ， 即 基 { e } 关 于 这 个 内 积 是 正 交 的 , 那么 车 
o € Gln,R), 则 


(3) (0(v),w) = (v,0"(w)). 
如 果 ，oa e O(n), 那么 atc = 了 ,所 以 从 式 (3) 得 出 
(4) (o(v),0(v)) = (v,0'0(W) = (v,v). 


因而 a 保持 向 量 的 长 度 不 变 . 因而 作用 (2) 限 制 在 O(n)x 8"… 上 经 由 单位 球 而 分 
解 为 


O(n) x Sr-: R" 
全 的 1 


~ gl 


根据 定理 1.32, 析 因 映射 是 光滑 的 ， 所 以 有 正 交 群 OUm) 在 单位 球面 S" 上 的 一 个 
自然 的 C” 左 作用 : 


(6) On)xS" 1 一 3S" 1， 
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我 们 可 以 断定 作用 (6) 是 可 迁 的 . 如 果 v€ 5 , 则 令 {v4,w,… ,v0,} 是 有 R" 的 一 个 
以 局 作为 第 一 个 基 元 的 规范 正 交 基 . 令 


(7) vi = Doie;, 
了 
那么 其 元 素 由 (7) 决 定 的 矩阵 c 是 正 交 的 , 而 且 
(8) alel) 三 他. 
由 此 可 知 , 车 v 和 ww 是 5" 的 任何 两 点 , 那么 就 有 一 个 正 交 和 矩阵 c 使 得 c(u) = w. 
因此 作用 (6) 是 可 迁 的 . 
O(n) 中 具有 形式 
0 
(9) zll 3 c 
0...01 


的 矩阵 的 集合 构成 O(m) 的 一 个 闭 子 群 ， 出 现在 这 个 子 群 中 的 矩阵 5 恰好 是 O(n 一 1) 
中 的 和 矩阵， 所 以 O(n 一 1) 作 为 这 个 闭 子 群 就 在 O(n) 中 . 我 们 断定 O(n 一 1) 恰 好 是 作 
用 (6) 在 6, e 5"! 处 的 迷 向 群 ， 显然 O(n-1) 的 元 素 使 e, 保持 不 动 . 另 一 方面 , 假 
设 gc € O(n) 且 ol(e,)=e,. 由 于 


ol(en) = > oanei， 


因此 对 i<n 有 oi = 0, 而 os =1. 因为 o 是 正 交 的 , 所 以 oc'o = 了, 并 且 这 蕴涵 
着 5 02; =1, 由 于 ow, =1, 故 对 于 i<n 必 有 cwi = 0. 因而 ce O(n 一 1), 从 定 
理 3.62 可 知 , 映射 
(10) O(n)/O(n—l)— 5"!, oO(n—l)r ole,) 
是 一 个 微分 同 胚 . 因而 球面 5"! 以 一 种 自然 的 方式 微分 同 胚 于 齐 性 流 形 
om)/Om -1. 

由 类 似 的 论证 可 以 证 明 存在 球面 S"-: 到 齐 性 流 形 SO(n)/ SO(n 一 1) 的 一 个 微 
分 同 胚 . 

(b) 令 f{e;:i=1…,n} 是 C" 的 标准 复 基 , 其 中 ，ei 是 在 第 ;个 位 置 是 1， 而 在 
其 余 位 置 全 为 0 的 n 元 组 , 正 像 在 例 (a) 中 那样 , 通过 要 求 
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(11) ole)) =D oi0i, 
, 


则 每 个 矩阵 os Gl(n,C) 唯 一 地 决定 C" 的 一 个 线性 变换 , 仍然 以 a 表示 这 个 线性 
变换 . 因而 如 果 把 C" 的 复 n 元 组 看 作 nx1 和 矩阵 , 那么 c 通 过 矩阵 乘法 而 起 作用 . 
映射 (cu) ~ o(v) 是 实 2n? 维 Lie 群 Gl(n,C) 在 实 2n 维 流 形 C" 上 的 一 个 左 作用 : 
(12) Gln,C)xC" 一 Cn". 


令 (,) 表 示 C" 上 的 标准 内 积 ,其 中 ， 


(13) (Ze Don) 一 be 
i i i1 
那么 若 o € Gi(n,C), 则 


(14) (0(v),w) = (v,5"(w). 

如 果 o 是 西 群 U(n) 的 一 个 元 , 那么 5'o = 了 工 ,因而 从 (14) 可 知 ，c 保持 C 中 向 量 的 
长 度 不 变 . 如 果 久 表示 C" 中 的 单位 球面 , 那么 作用 (12) 在 UCn)xXX 上 的 限制 经 由 
六 而 分 解 ， 且 因此 由 定理 1.32, 得 到 西 群 U(n) 在 单位 球面 X C C" 上 的 一 个 Co 左 
作用 

(15) U(n)xX—X. 

由 类 似 于 例 (a) 中 的 论证 可 知 作用 (15) 是 可 迁 的 , 并 且 作 用 (15) 在 6; 点 的 迷 向 群 就 
是 U(n 一 1). 通过 将 oe U(n 一 ]) 跟 U(n) 中 的 


(16) 0 一 
0 … 0 1 


等 同 , 可 以 把 这 个 迷 向 群 看 作 是 UV(n) 的 一 个 闭 子 群 . 因而 由 定理 3.62, X 微 分 同 胚 
于 齐 性 流 形 U(m)/Vtn -1 . 但 是 在 C" 的 标准 整体 坐标 系 ( 它 是 由 Cn 的 实 基 
他 eva Nien] 的 对 偶 基 给 出 的 ) 之 下 , 拓 微 分 同 胚 于 S2"-1 C R2 . 因 
而 球面 S2" -微分 同 胚 于 齐 性 流 形 V(m)/Ztn 一 1). 

由 类 似 的 论证 可 知 . 球面 5” 还 微分 同 胚 于 齐 性 流 形 SU(n)/ SU(n -1 . 特 
别 地 , 由 于 SU(D 仅 由 1x1 单 位 矩阵 组 成 , 所 以 53 微分 同 胚 于 SU(2). 因而 能 够 
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为 83 给 出 一 种 Lie 群 结 构 . 可 以 证 明 8 和 83 是 仅 有 的 具有 Lie 群 结构 的 球面 站. 

(c) 实 投影 空间 P" 是 RR" 一 {0} 的 点 的 等 价 类 的 集合 ,其 中 若 有 一 个 非 零 实 
数 c 使 得 cai = 5,i 二 4 ，n， 则 (a1,… ,a) 等 价 于 (&)… , 癌 ). 如 果 为 P"- 给 出 
了 最 大 拓扑 使 得 在 该 拓扑 中 自然 投影 


(17) 7:(R"—{0})— Pr 


是 连续 的 , 那么 "限制 在 S"! 上 是 P" 一 的 一 个 二 重 覆 盖 , 并 且 容 易 证 实 P" 有 
唯一 的 一 的 析 人 和 这 不 六 商科 问 证 半 全 
由 类 似 于 例 (a) 中 的 论证 可 以 证 明 P""! 微 分 同 胚 于 齐 性 空间 SO(n)/ O(n 一 1)， 
其 中 通过 将 6 e O(n 一 1) 等同 于 50O(n) 的 下 列 元 素 o, 而 把 O(n 一 1) 看 作 SO(n) 的 
一 个 闭 子 群 : 
| 、 
o= 


0…0 deto 


0 


(d) 作为 一 个 集合 , 复 投影 空间 CP"! 是 C" - {0} 的 点 在 下 述 等 价 关系 下 的 
等 价 类 的 集合 : 在 该 等 价 关 系 中 规定 ， 若 有 一 个 非 零 复数 + 使 得 
?3a, = Bi = 1 ， 于 则 令 (aa an) 等 价 于 (6 ,B,). 使 CP 成 为 一 个 实 
2(n 一 了 维 流 形 如 下 . 特殊 西 群 在 C” 中 单位 球面 上 的 作用 保持 这 些 等 价 类 不 变 ， 
而 且 CP" 的 每 一 个 元 素 都 有 单位 长 度 的 表示 , 因而 有 SU(n) 在 集合 CP"1 上 的 
一 个 自然 的 可 迁 作用 


(18) SU(n)xCP"-1 一 CPn-1， 


使 得 CP"… 的 由 en eC" 决 定 的 点 固定 不 动 的 SU(n) 的 子 群 就 是 U(n -1D , 通过 
将 GeU(n 一 ]) 跟 5U(n) 中 的 


| 


0 … 0 1/(detd) 
等 同 而 将 V(n 一 1) 看 作 5U(n) 的 一 个 闭 子 群 . 由 此 可 知 ,映射 


(19) oU(n—D) om {ol(e,)} 
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是 从 5U(nz)/Z(n -1 到 CP" 上 的 一 个 完全 确定 的 一 一 映射 ,其 中 ，{c(e 计 表 
示 CP?"-! 的 由 ve) 所 决定 的 点 . 通过 要 求 映射 (19) 是 一 个 微分 同 胚 而 为 CP"1! 给 
出 一 个 实 2(n 一 了 ) 维 流 形 的 结构 . 

(e) 令 V 是 一 个 d 维 实 向 量 空 间 , 令 5,(V) 是 V 中 5p 维 标 架 的 集合 ， 即 


(20) 5,(V) = {多 二 (wre,w,): tw… ,wp 是 的 线形 无 关 元 } 
如 果 选 定 VV 的 一 个 项,… ,ua 那么 Gl(d, 了 有) 通过 矩阵 乘法 作用 在 V 上 . 定义 
(21) :Gld,R)xS,(V) 一 5,(V), 
No, (Wis Wp)) = (ow) ,ow )) . 
注意 到 , 如 果 避 名 € 5S,(V), 那么 存在 一 个 oe€ Gl(d, 民 ) 使 得 nn(o,) = 名 . 现在 令 3 


是 由 项 ,… ,ua 的 前 p 个 元 素 所 决定 的 5, (VV) 的 元 素 , 因此 3=(w…,v,). 令 吾 
是 使 得 3 固定 不 动 的 Gl(d, 民 ) 的 子 集 , 那么 


a €Glld, sj 


其 中 , 是 pxp 单 位 矩阵 ,因而 后 是 Gl(d, 及 ) 的 一 个 闭 子 群 . 由 此 可 知 , 映射 
0 五 nN(0,5) 是 从 齐 性 流 形 Gl(d, 民 )/ H 到 集合 5,(V) 上 的 1:1 映射 . 通过 要 求 该 
映射 是 一 个 微分 同 胚 而 为 5,(V) 给 出 一 个 d 一 p 维 的 流 形 结构 . 容易 验证 这 个 流 形 
结构 不 依赖 于 V 的 基 的 选取 . 把 5,(V) 称 作 V 中 p 维 标 架 的 Stiefel( 斯 蒂 弗 尔 ) 
流 形 


(22) H= 


全 仍然 令 了 是 一 个 4 维 实 向 量 空间 , 但 令 Mt(Y) 是 了 的 所 有 大 维 子 空间 (k 
平面 ) 的 集合 . 若 选 定 V 的 一 个 基 w,… ,vs ,那么 正 交 群 O(d 通 过 矩阵 乘法 自然 作 
用 在 V 上 , 而 且 由 于 非 奇 异 线性 变换 把 平面 映射 成 平面 , 所 以 得 到 映射 


(23) 7:0(d)x MV) = MV). 


注意 到 , 如 果 PP 和 @ 都 是 上 平面 ,那么 存在 一 个 re 0(d) 使 得 m(o,P)=Q8, 令 咏 
是 由 基 ,… ,vu 的 前 上 个 元 所 张 成 的 k 平 面 , 并 且 令 五 是 使 用 不 动 的 O(d) 的 子 集 ， 
那么 


(24) H= | 全 € O(d):o €O(k),r EO(d—k)}, 


因此 五 是 0(d) 的 一 个 闭 子 群 . 可 将 它 等 同 于 O(k)xO(d 一 ,那么 映射 
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o(O(k)xO(d 一 让) 忆 no, 己 ) 是 从 齐 性 流 形 0(d)/[O(k)xO(d 一 及 | 到 集合 Mi(V) 
上 的 1:1 映射 . 通过 要 求 这 个 映射 是 微分 同 胚 而 使 Mi(V) 成 为 一 个 Kd- 月 维 流 形 ， 
可 以 证 实 MA(Y) 上 的 这 个 流 形 结构 不 依赖 于 了 的 基 的 选取 , 把 Mk(Y) 称 作 中居 
平面 的 Grassmann( 格 拉 斯 曼 ) 流 形 . 

3.66 命题 令 且 是 Lie 群 G 的 一 个 闭 子 群 . 如 果 互 和 G/ 瓦 都 是 连通 的 , 那 


么 G 必 定 是 连通 的 . 
证 明 假设 

(1 G=UUV, 

其 中 ,VU 和 VV 均 为 G 的 非 空 开 子 集 , 那么 

(2) G/H= "(VU)Ur(V), 


其 中 ，r(U) 和 (V) 都 是 G/ 瑟 的 非 空 开 子 集 . 因为 G/H 是 连通 的 ， 所 以 必 有 
G/HH 的 一 点 oH 使 得 


(3) oH en(U)N(V). 
于 是 (1) 芍 涵 着 
(4) oH=(oHNUV)U(oH NVY), 


其 中 ，(ocH NU) 和 (cH NV) 均 为 oH 的 开 子 集 (因为 8 具有 相对 拓扑 ). 根据 (3)， 
(oH NV) 和 (oH NV) 都 是 非 空 的 . 这 样 以 来 . 由 于 of 同 胚 于 甩 因此 是 连通 的 ， 
所 以 有 


(5) (oHNUVU)U(oHNV)z 80. 
而 这 获 涵 着 
(6) UNVz8, 


这 就 证 明 G 是 连通 的 . 

3.67 定理 对 n>1, Lie 群 50(n), SU(n) 和 U(n) 之 中 的 每 一 个 都 是 连通 的 ， 
而 O(n) 具 有 两 个 连通 分 支 (n 二 1). 

证 明 ”50O(1) 和 SU(1) 是 连通 的 , 因为 它们 都 只 有 1x1 的 单位 矩阵 组 成 . 而 
U(1) 连 通 是 因为 


UVQ)={N):AeCIAED. 


现在 从 命题 3.66 通过 使 用 关于 n 的 归纳 法 和 在 3.65 节 中 所 给 出 的 球面 作为 齐 性 流 
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形 的 表示 而 得 出 SO(n), SU(n) 和 U(n) 对 所 有 nn 都 是 连通 的 . 
因为 O(n) 中 一 切 和 矩阵 的 行列 式 为 +1， 所 以 正 交 群 能 够 写成 下 列 两 个 不 相交 
的 非 空 连通 开 集 之 并 : 


O(n) = S50(n) UaSO(n), 


其 中 ,o=| 1!. | 


0 1 
因而 O(n) 有 两 个 连通 分 支 . 

3.68 ”定理 ”Gl(n, 民 ) 有 两 个 连通 分 支 . 

证 明 ” 令 Gl(n, 展 )* 是 由 行列 式 为 正 值 的 矩阵 组 成 的 Gl(n, 及 ) 的 子 集 ;而 令 
Gl(n, 展 )” 是 由 行列 式 为 负 值 的 矩阵 组 成 的 子 集 ，Gl(n, 展 )+ 和 Gl(n, 民 )” 是 Glln,R) 
的 两 个 不 相交 但 同 胚 的 开 子 集 ， 因此 只 需 证 明 Gl(m, 及 六 是 连通 的 即 可 . 为 此 , 将 
证 明 Gl(n, 民 )! 的 每 个 元 素 均 可 由 一 条 连续 曲线 与 单位 矩阵 连接 起 来 . 

首先 证 明 Gl(n, 展 ) 的 每 一 个 元 素 都 有 极 分 解 ， 即 每 一 个 矩阵 ce GI(n, 民 ) 均 能 
表示 成 
(1) o=PR 
的 形式 , 其 中 ,，P 是 一 个 正定 对 称 矩 阵 而 Re O(n) (回想 到 一 个 对 称 矩 阵 的 所 有 特 
征 值 都 是 实数 ， 而 且 当 一 个 对 称 矩 阵 的 每 一 个 特征 值 均 严格 为 正 值 时 ， 它 是 正定 
的 ). 因为 (co')' = co， 所 以 oo 是 对 称 的 , 令 a 是 oot 的 相应 于 特征 向 量 
v € R" 的 一 个 特征 值 , 那么 根据 3.65(3)， 若 用 《, ) 表示 R" 中 的 标准 内 积 , 则 


vv) = (00"(v),v) = (0"(v),0"(v)), 


所 以 a > 0, 又 因为 co' 是 非 奇 异 的 , 从 而 必 有 a>0. 因而 cot 是 一 个 正定 对 称 矩 
阵 .因为 oo' 是 对 称 的, 所 以 存在 一 个 正 交 矩阵 8 e O(n) 使 得 矩阵 


(2) Poo'B' 
成 为 对 角 矩 阵 (见习 题 22(a)). 因为 co* 的 特征 值 都 是 正 的 ， 所 以 矩阵 (2) 有 平方 根 
(3) (Bao'B')}/?, 


即 (3) 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 而 且 每 个 对 角 线 元 都 是 矩阵 (2) 中 相应 元 素 的 正平 方 根 . 令 
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(4) P= B'(Boo'p' YB, 
再 令 
(5) R=P-!o, 


那么 已 是 一 个 正定 对 称 和 矩阵 ,而且 R 是 正 交 的 . 这 是 因为 式 (4) 蕴 涵 着 P? = oo'， 
且 因 此 有 


(6) RR' = Ploo'(P-1): = Piloot(P')! 
= Pr-lootP-1 = P-LIPPP-1 = 工 


从 而 就 像 在 (1) 中 断言 的 那样 ，o = PR . 
如 果 c € Gl(n, 民 )* ,那么 o 就 有 一 个 极 分 解 (1), 其 中 R 现 在 必 有 正 的 行列 式 . 
因而 Re SO(n). 令 


(7) P=t+(1-t)P, tel0,1, 


那么 已 对 于 每 一 个 上 都 是 正定 的 ， 因 而 道路 ! BR 是 Gl(n,R)+ 中 连接 og 至 民 的 
一 条 连续 曲线 . 因为 5O(n) 是 连通 的 , 因而 是 道路 连通 的 ， 从 而 可 用 一 条 连续 曲线 
将 R 连接 到 单位 矩阵 工 这 样 一 来 ，Gl(n, 了 + 就 是 道路 连通 的 ， 这 就 完成 了 
Gl(mw 及 ) 有 两 个 连通 分 支 的 证 明 . 


习 题 

1. 证 明 : 连通 Lie 群 自动 是 第 二 可 数 的 , 即 在 连通 Lie 群 的 定义 中 第 二 可 数 性 
的 假设 多 余 的 . 

2. 证 明 3.3 节 中 的 诸 例 确实 是 Lie 群 . 
. 证 明 3.5 节 中 的 各 例 的 确 是 Lie 代数 . 

4. 补充 命题 3.12 的 证 明 . 

5. 证 明定 理 3.16 中 连通 性 假设 的 必要 性 . 

6. 令 是 由 独立 左 不 变 1 形式 族 {w,…,w。 dj 生成 的 G* 上 的 一 个 形式 理想 . 
令 bcg 是 被 w (i=1…,c-d) 零 化 的 G 的 Lie 代数 的 d 维 子 空 间 . 证 明 : 是 9 的 
子 代数 当 且 仅 当 .是 一 个 微分 理想 . 

7. 本 习题 概述 定理 3.23 的 证 明 . 

(a) 令 r:(Xzo) 一 (Y,yo) 是 一 个 覆盖 , 令 a:(2,z0) 一 (Y,yo) 是 一 个 连续 映 
射 , 其 中 , Z 是 道路 连通 和 局 部 道路 连通 的 , 而 且 a. (nn (2,20)) E™ (n (X,z0)): 


名 
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证 明 存在 唯一 的 一 个 连续 映射 c: (2,z0) 一 (Xizo) 使 得 roa = a . 

概要 : 首先 对 于 2 是 单位 矩形 [0, 1]x[0, 1] 且 ai=(0, 0) 的 情况 证 明 (a). 在 这 里 
关于 基本 群 的 条 件 被 平凡 地 满足 ， 而 且 可 以 通过 把 单位 矩形 划分 得 足够 细 以 使 该 
划分 的 每 个 子 答 形 在 a 下 映射 成 也 中 的 一 个 均匀 覆盖 集 而 得 出 证 明 . 作为 这 种 情 
况 的 一 个 特别 应 用 可 知 ， 一旦 基点 被 选 定 则 Y 中 的 每 一 条 道路 有 到 XX 的 唯一 一 个 
提升 . 

对 于 一 般 情况 , 定义 Qa 的 提升 a 如 下 . 令 zE2Z, 令 7:[0,1] 一 2 是 连接 加 到 
z 的 一 条 道路 ， 因而 有 (0) = 2z,7(1) = z， 那么 Qo 有 到 X 的 唯一 提升 了 使 得 
3(0) = zo. 置 a(z) = 3(D) . 利用 关于 基本 群 的 条 件 和 已 经 对 各 给 形 确立 的 唯一 提 
升 性 来 证 明 G 是 完全 确定 的 ， 不 依赖 于 从 如 到 z 的 道路 ?的 选取 . 最 后 用 2 的 局 
部 道路 连通 性 来 证 明 Q 是 连续 的 . 

(b) 如 果 XX 是 道路 连通 的 、 局 部 道路 连通 的 和 半 局 部 单 连通 的 拓扑 空间 ， 那 
么 六 有 单 连通 的 覆盖 空间 . 

概要 : 固定 一 个 基点 lye XX . 我 们 在 中 中 以 [0,] 的 定义 域 、 以 wm 为 始点 的 所 
有 道路 的 集合 上 定义 一 个 等 价 关系 . 两 条 这 样 的 道路 和 7Y。， 如 果 和 (1) = a(1)， 
而 且 由 先 沿 放 再 沿 广 的 反 向 而 得 到 的 四 处 的 环 路 全 1mi 在 四 点 是 同 伦 平 凡 的 ， 则 
称 和 是 等 价 的 . X 的 单 连 通 履 盖 空 间 双 的 点 集 是 这 种 等 价 类 们 } 的 集合 . 投 
影 喘 射 7: 访 一 义 由 7({)}) 二 YD) 定义 . 令 {}e 广 ， 令 口 是 7(D 在 X 中 的 一 个 
开 领 域 . 令 U({7}) 由 充 的 所 有 元 素 {7 } 组 成 ， 其 中 ，{ 7 } 有 一 条 先 洛 7 然后 留 在 
U 中 的 代表 道路 7 : 证 明 这 种 集合 U({T]) 的 集 族 构成 这 上 的 一 个 拓扑 基 ， 而 且 
按照 这 个 拓扑 完 是 单 连通 的 ， 并 且 按 此 拓扑 下 :雄一 达 是 一 个 覆盖 . 

(c) 单 连 通 空 间 的 覆盖 是 一 个 同 胚 [这 是 (a) 款 的 一 个 直接 应 用 ]. 

8. 证 明 : 如 果 7: 用 一 M 是 微分 流 形 M 的 一 个 获 盖 , 那么 好 是 第 二 可 数 的 . 

只 需 证 明和 na(M,m) 是 可 数 的 即 可 . 注意 到 M 能 被 可 数 个 开 集 和 覆盖 ， 而 每 个 开 
集 同 胚 于 Euclid 空间 中 的 一 个 开 球 . 由 此 即 可 得 出 要 证 结果 . 

9. 令 G 和 五 都 是 Lie 群 , 而 且 G 是 连通 的 . 证 明 : 对 于 把 G 的 单位 元 映射 
到 瑟 的 单位 元 的 一 个 C 映射 p: G 一 五 , 如 果 5p 把 五 上 的 左 不 变形 式 拉 回 到 G 
上 的 左 不 变形 式 , 那么 映射 p 是 一 个 同 态 . 证 明 对 G 的 连通 性 假设 是 必要 的 . 

提示 : 可 以 像 在 (3.15)(5) 中 那样 构造 Gx 及 上 的 一 个 微分 理想 , 它 过 (e，6) 的 
极 大 连通 积分 子 流 形 了 是 Gx 吾 的 一 个 Lie 子 群 ， 经 过 了 分 解 p 的 图 ， 并 且 证 明了 
到 G 上 的 自然 禾 盖 同 态 是 1:1 的 . 


10， 证 明 对 于 任何 Ae sm 中 mso 
11. 令 olt) 和 Blt) 是 一 个 Lie 群 中 的 光滑 曲线 使 得 c(0) = B(0) =。， 令 


"132 . 微分 流 形 与 李 群 基础 


alt) = olt)8(t). 证 明 
GO=50)+B(O). 
提示 : 考虑 群 的 乘法 映射 17:GxG 一 G,， 即 iT)= 订 . 令 wwEG。， 并 且 
证 明 
dn(vw)=dn ((v,0) + (0,w)) =v+w. 


12. 令 G 是 一 个 连通 Lie 群 , 令 p:G 一 瑟 是 一 个 具有 离散 核 的 同 态 . 证 明 这 
个 核 在 G 的 中 心 内 , 利用 这 个 事实 证 明 一 个 Lie 群 的 基本 群 是 Abel 群 . 

13. 证 明 例 3.5(d) 直 至 同 构 是 唯一 的 2 维 非 交 换 Lie 代数 . 推 证 例 3.3(h) 直 到 
同 构 是 唯一 的 2 维 单 连通 非 交换 的 Lie 群 . 

14. 证 明 存 在 矩阵 4 B e gl(n,C) 使 得 e413 = e4.e8 . 

15. 证 明 Gl(n, C) 的 指数 映射 是 满 射 . 

概述 : 首先 ， 通 过 用 Jordan 标准 形 把 问题 归结 为 证 明 Gl(jC)(1 < j < n) 的 每 
个 初等 Jordan 矩阵 (在 对 角 线 上 为 固定 常数 入 ， 而 紧 靠 着 每 个 对 角 线 元 的 上 面 一 
个 元 素 为 1， 其余 元 素 全 为 0 的 矩阵 ) 是 gI(JiC] ) 的 一 个 元 素 的 指数 . 令 4 是 一 个 初 
等 Jordan 矩阵 . 把 4 写成 (AT).N ， 其 中 ，N 的 对 角 线 元 是 1. 证 明 AT = e4 且 
二 es， 其中， 及 妃 = 汪 且 ， 为 求 4 注意 到 ， 由 于 差 了 -的 充分 高 次 的 霸 为 
零 ， 所 以 N 有 对 数 ， 即 


my = 
k=1 大 
利用 形式 辕 级 数论 证 法 证 明 ev = N . 

16. 令 G 是 一 个 Lie 群 , 对 于 G 上 的 一 个 向 量 场 Y 若 对 每 个 re G,Y 到 自 
身 是 7 相关 的 , 则 称 了 是 右 不 变 的 . 证 明 G 上 右 不 变 向 量 场 的 集合 在 Lie 括号 运 
算 下 构成 一 个 Lie 代 数 ,并 且 作 为 一 个 向 量 空间 自然 同 构 于 G,. 令 p: G 一 G 是 由 
yp(o) = o 定义 的 微分 同 胚 . 证 明 : 如 果 和 是 G 上 的 一 个 左 不 变 向 量 场 , 那么 
de(X) 是 一 个 右 不 变 向 量 场 ， 它 在 e 点 的 值 是 -区 6). 证 明 : 天 一 dp(X) 给 出 G 上 
左 不 变 向 量 场 的 Lie 代数 与 G 上 右 不 变 向 量 场 的 Lie 代数 之 间 的 一 个 Lie 代数 同 
构 . 

17. 试 求 一 个 Lie 群 使 它 具 有 一 个 在 G 中 非 闭 的 Lie 子 群 4. 

18. 令 G 是 一 个 交换 的 n 维 连通 Lie 群 . 证 明 有 一 个 整数 k(0 < k < n) 使 得 G 
同 构 于 R"* x7T*, 其 中 , T* 是 一 个 k 维 环 面 . 首先 证 明 直至 同 构 R" 是 唯一 的 n 维 
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单 连通 交换 Lie 群 . 其 次 说 明 车 D 是 R" 的 一 个 离散 子 群 , 那么 D = {0} 或 存在 一 
个 整数 k(1 < k < n) 和 RR" 中 的 上 个 线性 无 关 向 量 v… ,vw ,它们 生成 D. 为 了 证 明 
这 一 点 , 设 Dz {0} , 并 且 令 是 这 样 一 个 最 小 整数 使 得 万 包含 在 以" 的 一 个 k 维 
子 空间 V 中 , 求 出 V 的 一 个 基 w…,wi 使 得 we D. 令 


和 
4=1D nw:0sr bn>0, i=bk. 


选取 wv 是 4D 的 元 素 并 且 带 有 尽 可 能 小 的 系数 7;, 那么 {uw,…,v} 就 是 生成 万 
的 一 个 线性 无 关 集 . 

19， 补充 定 理 3.56 的 证 明 . 

20. 证 明 : 一 个 连通 Lie 群 G 的 自 同 构 组 成 的 群 自身 也 是 一 个 Lie 群 . 

概述 : 令 忆 是 G 的 单 连 通 徐 盖 群 ， 令 站 是 斤 盖 同 态 . 令 姜 = kerr. 从 3.57(b) 
知道 ，G 的 自 同 构 组 成 的 群 A(@ ) 是 一 个 Lie 群 . 证 明 G 的 自 同 构 群 自然 同 构 于 
由 台 的 那些 将 DD 映射 到 D 上 的 自 同 构 所 组 成 的 4(G ) 的 ( 闭 ) 子 群 . 

21. 证 明 U(n) 微 分 同 胚 于 5! x SU(n). 

22.(a) 从 类 似 于 式 3.35(6) 之 后 所 述 的 “上 三 角 化 ”论证 法 , 但 现在 是 用 单位 
特 证 向 量 和 正 交 补 来 推 证 , 如果 4 是 一 个 Hermite 矩阵 ( 即 4 是 复 矩 阵 而 且 
有 = 4!), 那么 存在 一 个 酉 矩阵 B 使 得 BAB"' 是 对 角 和 矩阵 . 用 类 似 的 论证 方法 证 
明 , 若 4 是 一 个 实 对 称 矩 阵 ( 4 = 4' ), 那么 存在 一 个 正 交 和 矩阵 B 使 得 BAB"'! 是 对 
角 和 矩阵 . 

(b) 利用 (a) 款 和 3.46 式 (7), 证 明 指 数 映射 把 Hermite 和 矩阵 一 一 地 映射 到 正定 
(所 有 特征 值 为 正 ) 的 Hermite 矩阵 的 集合 上 ,同样 还 可 以 推出 指数 映射 把 实 对 称 
和 矩阵 一 一 地 映射 到 正定 对 称 和 矩阵 的 集合 上 . 

23， 利 用 习题 22 的 (b) 款 证 明 极 分 解 3.68 式 (1) 是 唯一 的 . 

提示 : 如 果 o = PR= 吕 局， 首先 证 明 P? = 形 ， 然 后 把 习题 22 的 (b) 款 应 用 
于 已 和 局. 

24. 证 明 每 一 个 矩阵 ce Gl(n,C) 能 够 唯一 地 写成 一 个 积 式 c = PR, 其 中 , P 
是 一 个 正定 Hermite 矩阵 ， 而 尺 是 一 个 酉 矩阵 . 

25， 证 明 Gl(n,C) 是 连通 的 . 

26， 完 成 例 3.65(b) 和 (c) 的 细节 . 
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本 章 将 考虑 n 维 流 形 中 可 微 奇 异 p 链 上 的 p 次 形式 的 积分 和 nn 维 定向 流 形 中 
正则 区 域 上 的 n 次 形式 的 积分 . 对 于 这 两 种 情形 将 证 明 Stokes( 斯 托 克 斯 ) 定 理 的 
一 种 形式 . 这 是 微 积分 基本 定理 的 推广 而 且 无 疑 是 这 个 学 科 中 最 重要 的 定理 . 还 
将 考虑 Riemann( 黎 曼 ) 流 形 上 的 积分 和 Lie 群 上 的 积分 . 最 后 引入 de Rham( 德 拉 
姆 ) 上 同调 群 , 并 且 证 明 Poincaré( 庞 加 莱 ) 引 理 , 由 此 将 推出 Euclid 空间 的 de 
Rham 上 同调 群 是 平凡 的 . 这 个 引 理 对 于 de Rham 定理 是 非常 关键 的 . 本 章 末 将 
叙述 并 在 第 5 章 中 证 明 de Rham 定理 . 


1 定 向 


4.1 定义 令 V 是 一 个 n 维 实 向 量 空间 . V 上 的 定向 的 概念 曾 在 第 2 章 的 习 
题 13 中 引入 过 . 回想 到 n 次 外 窄 丸 (V) 是 1 维 的 . 因而 4,(Y) - {0} 有 两 个 连通 分 
支 , V 上 的 定向 是 对 44.(V) 一 {0} 的 分 支 的 一 种 选择 . 

令 M 是 一 个 n 维 连通 微分 流 形 ， 如 果 对 于 每 一 个 m e M ,都 能 用 一 种 始终 如 
一 的 方法 选取 M;, 上 的 定向 , 那么 就 将 M 称 为 可 定向 的 . 更 确切 地 说 , 令 O 是 n 
次 外 丛 双 COM) 的 “0 截面 ”， 即 
0) 0= VU {oe h(M,)}, 


meEM 

那么 因为 每 个 4(M”) 一 {0} 恰 有 两 个 分 支 , 由 此 容易 得 知 ， 仿 (M) 一 O 至 多 有 两 
个 分 支 . 若 处 (M) 一 O 确 有 两 个 分 支 , 那么 就 说 M 是 可 定向 的 ; 如 果 M 是 可 定向 
的 , 那么 M 上 的 一 个 定向 就 是 对 你 (M) 一 0 的 两 个 分 支 之 一 的 一 种 选择 . 对 于 一 
个 不 连通 的 流 形 M 来 说 , 如 果 它 的 每 一 个 分 支 是 可 定向 的 ,那么 就 称 M 为 可 定向 
的 ， 而 且 它 的 一 个 定向 就 是 对 每 个 分 支 上 的 定向 的 一 种 选取 . 令 M 是 可 定向 的 ， 
令 v…vn 是 Mn 的 一 个 基 并 且 以 &,…,6, 为 对 偶 基 . 如 果 6 入 … 入 6 属于 一 个 定 
向 ， 则 称 这 个 (有 序 ) 基 也 ,… ,un 是 定向 的 . 

令 M 和 NN 是 可 定向 的 n 维 流 形 , 令 少 : M 一 N 是 一 个 可 微 映射 . 如 果 诱导 映 
射 态 :不 (N) 一 访 (M) 把 信 (N) 一 0 的 决定 N 上 的 定向 的 那个 分 支 映射 到 
处 (M)-O 的 决定 M 上 的 定向 的 那个 分 支 , 则 称 水 保持 定向 . 等 价 地 说 ,如 果 
d 少 把 MM 的 切 空间 的 定向 基 映 射 成 的 切 空间 的 定向 基 , 则 称 销 是 保持 定向 的 . 
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4.2 命题 令 人 是 一 个 n 维 微分 流 形 . 那么 下 列 说 法 是 等 价 的 : 
(a) M 是 可 定向 的 . 


(b) 存在 M 上 的 坐标 系 族 $ = {(V,)} 使 得 每 当 (U,z…,z,) 和 (V,y,…,y) 
属于 GB 时, 就 有 


上 M= U TV 在 Uny 上 ， by 
(VDes 0 


> 


yj 

(c) 在 M 上 有 一 个 无 处 为 零 的 n 次 形式 . 

证 明 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 M 是 连通 的 . 下 面 来 证 明 (a) 坟 (b) 一 (c) 一 (a). 
给 定 (a), 即 M 是 可 定向 的 , 选取 M 上 的 一 种 定向 , 即 选取 人 (M) 一 O 的 两 个 分 支 
之 一 , 称 之 为 4. 注意 到 对 于 每 个 me M,AN 4(M;) 恰 好 是 和 妨 (M%) 一 {0} 的 两 
个 分 支 之 一 . 现在 令 $ 是 由 M 上 的 那些 使 得 由 
(2) mo (dy A A dyn)(m) 


定义 的 从 V 到 态 (M) 中 的 映射 具有 在 V 中 的 值 域 的 所 有 坐标 系 组 成 的 . 于 是 , 若 
(zz 和 (加 ) 是 M 上 的 任何 两 个 坐标 系 , 那么 对 于 mE UV ， 


(3) (dz oamm-ad 多 (dy A A dyn )(m). 
Oy; 本 


如 果 这 些 坐 标 系 属于 ,那么 对 于 每 个 me UNV 必 有 


a 


yi 


det >0 


因此 式 (1) 满 足 ， 那么 结果 (b) 从 (a) 得 出 . 
假设 (b) 成 立 , 令 {wp;} 是 从 属于 M 的 一 个 覆盖 的 单位 分 解 ， 其 中 , M 的 这 个 覆 
盖 是 由 集 族 B 中 的 坐标 系 给 出 的 而 且 p; 从 属于 (VV,zi,… ,zi ), 那么 


(4) w= pd A A dz 
是 M 上 的 一 个 整体 n 形式 , 其 中 ，y,dzi 入 …Adzi 在 V 的 外 面 被 定义 为 0 形式 . 


ww 无 处 为 0 可 从 下 列 事实 得 出 : 对 于 每 个 m，w (m) 是 妨 (MM%) 一 {0} 的 一 个 分 支 
中 的 元 素 的 带 正 系数 的 有 限 和 ,因而 可 从 (b) 得 出 (c). 
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最 后 , 令 w 是 M 上 的 一 个 无 处 为 0 的 n 形 式 , 并 且 令 
A = U {ow(M):a€ R,a>0}, 


mEM 
= U {aw(M):a€ R,a <O0), 
meEM 
那么 态 (M) 一 0 是 这 两 个 开 集 代 和 个 的 不 交 并 ,因此 不 (M) 一 0 是 不 连通 的 ， 
而 且 M 是 可 定向 的 . 
4.3 例子 
(a) 每 个 Lie 群 都 是 可 定向 的 ， 因 为 若 w,…,wn 是 G 上 左 不 变 1 形式 的 基 , 那 
么 由 和 A… 和 Am 是 G 上 的 一 个 无 处 为 0 的 整体 n 形式 . 
(b) Euclid 空间 及 上 的 标准 定向 是 由 d 形式 dni 入 …A dm 决定 的 定向 . 
(e) 令 X 是 一 个 d 维 流 形 , 并 且 假 定 存在 一 个 浸入 三 : 大 一 及 +， 一 个 沿 ( 巴 放 
的 法 向 量 场 是 一 个 光滑 映射 N : X 一 7( 了 <) 使 得 对 于 每 一 个 pe XX， 向量 N(p) 
均 在 (Rt)y(,) 中 并 且 垂 直 于 子 空间 df(X,) C (R**!)yy). 这 样 一 个 流 形 XX 是 可 定 
向 的 当 且 仅 当 沿 (X, 用 有 一 个 无 处 为 0 的 光滑 法 向 量 场 (见习 题 1). 
(d) 作为 例 (c) 的 一 个 直接 应 用 , 对 于 每 个 n>1, 球面 8" 都 是 可 定向 的 . 
(e) 实 投影 空间 疡 是 可 定向 的 当 目 仅 当 n 是 奇数 (见习 题 2). 
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44 Euclid 空间 R" 中 的 积分 假定 读者 熟悉 R" 中 的 一 些 积分 理论 . 因为 
将 在 R” 的 适当 子 集 ( 如 多 面体 ) 上 积分 连续 (实际 上 是 C” 的 ) 函 数 ， 所 以 Riemann 
积分 理论 就 足够 了 . 需要 回顾 的 基本 定理 是 变量 替换 公式 . 这 个 公式 的 几 种 形式 
以 及 它们 的 证 明 可 在 文献 [6，18，29] 中 找到 . 满足 目的 的 一 种 形式 是 下 述 的 形式 : 
令 p 是 从 RR" 中 的 一 个 有 界 开 集 D 到 有 界 开 集 y (D) 的 一 个 微分 同 胚 . 令 J 表示 p 
的 Jacobi 矩阵 的 行列 式 ， 即 


J, = det 


Op; 


了 


令 /是 p(D) 上 的 有 界 连续 函数 , 令 4 是 也 的 一 个 适当 子 集 (在 绝 大 多 数 应 用 中 4 


将 是 多 面体 . 一 般 对 于 Riemann 积分 理论 来 说 , 一 个 适宜 的 子 集 应 当 是 一 个 具有 
Jordan 容 度 的 子 集 )， 那么 ， 
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上) 人 7 人 eol 


4.5 ”有 R” 中 n 形式 的 积分 ， 像 往常 一 样 , 令 7i,…,7 表示 R" 的 标准 坐标 系 ， 
标准 定向 由 ?形式 dr 入 … 人 入 dr 决定. 令 书 是 开 集 D Cc R" 上 的 一 个 n 次 形式 , 那 
么 在 D 上 有 一 个 唯一 确定 的 函数 f 使 得 = 岂 ii 入 … 和 dm 令 4CD, 定义 


@ f= 

车 后 一 积分 存在 ， 可 以 用 微分 形式 的 语言 来 重新 叙述 变量 替换 公式 4.4(1). 令 ， 
DD 和 4 如 4.4 节 所 述 , 令 w 是 p(D) 上 的 一 个 nn 形式, 那么 

(2) 人 =+ 上 Ji， 


若 p 是 保持 定向 的 , 则 用 “上 +” 号 ; 如 果 % 是 相反 定向 的 , 则 用 “-” 号 . 

4.6 链 上 的 积分 “将 要 在 一 般 流 形 上 考虑 的 第 一 型 积分 包括 n 维 流 形 中 可 微 
奇异 p 链 上 的 p 形式 的 积分 . 

对 于 每 一 个 p>1, 令 


(1) A? = {(a 0p) ER? :Yas < bo; > 0), 

i=1 
并 且 将 4A? 称 为 R? 中 的 标准 p 单 形 . 对 p=0, 令 A? 等 于 单 点 空间 {0}; 40 是 标准 
0 单 形 . 令 M 是 一 个 流 形 . M 中 的 可 微 奇 异 p 单 形 o 是 从 A? 到 M 中 的 一 个 映射 0 ， 
它 能 扩张 成 A? 在 R? 中 的 一 个 邻 域 到 M 中 的 一 个 可 微 ( Cee ) 映 射 . 在 本 章 中 ， 只 
是 作为 M 中 的 p 单 形 o 而 提 到 这 样 一 个 o (另外 , 在 第 5 章 将 论述 连续 奇异 单 形 ， 
因此 在 那里 将 需要 保留 “可 微 的 ”这 个 术语 以 示 区 别 )， M 中 的 0 单 形 由 单 点 空 
间 {0} 到 M 中 的 一 个 映射 组 成 . M 中 的 一 个 ( 带 实 系数 的 )p 链 是 M 中 p 单 形 o; 的 
一 个 有 限 线性 组 合 c = 》 aici ， 其 中 , a 为 实数 . 


对 于 每 个 p > 0, 定义 一 族 映射 好 : A? 一 AP+l(0 <i<p+1] 如下: 
(2) ,对 于 p=0， 局 (0) = 避 (0)=0， 


局 (ap)=( 六 aaa 
i=] 


人 (Si 和 D+HT-. 


tp (a 0p) = (oa ao0a' ,on) 


如 果 o 是 M 中 的 一 个 p 单 形 (p >1), 那么 定义 它 的 第 i 个 面 (0< i< yp) 是 (p-1) 
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单 形 

(3) 0 =0ookp, 

定义 o 的 边缘 是 (p-1) 链 

(4) 00 = Yo. 
0 


大 
将 边缘 算 子 线性 地 扩张 到 链 上 . 仔细 注意 表示 面 的 上 标的 使 用 . 从 而 p 链 ao; 
Ff 
的 边缘 是 


pk 


2 (Yao . 


i=0 j=1 


可 以 断言 


(5) 好 Mo 周二 好 凡 o 绍 (p>0;i< 让， 


对 于 p=0, 分 别 验证 三 种 可 能 的 情况 . 对 于 p > 1,， 注意 到 式 (5) 两 边 给 出 下 列 映 
射 : 

1<i<j (oap) 一 [CO A aaj-0005 产 50p)， 

1<i oa (01 Gi 10,0,08.s 0p), 
(6) 0=i<j (oap) 一 [本 


i=1 


0=i=j (oap) 一 区 - 守 wo] 


i=l 
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从 (3)-(5) 三 式 可 知 , 一 个 链 的 边缘 的 边缘 总 是 0， 即 
(7) 900=0. 


令 o 是 M 中 的 一 个 p 单 形 , 令 书 是 在 o 的 象 的 一 个 邻 域 上 定义 的 p 形式 . 在 
大 多 数 的 应 用 中 ， 只 涉及 光滑 形式 . 但 是 对 于 下 列 定义 来 说 ，w 是 连续 的 p 形式 
就 足够 了 . 首先 , 车 p=0, 那么 一 个 0 单 形 仅 由 M 中 的 一 个 点 组 成 , 而 一 个 0 形式 
就 是 一 个 函数 . 在 这 种 情况 下 ， 把 函数 w 在 0 单 形 o 上 的 积分 定义 为 在 点 
o(0) e M 处 的 值 : 


(8) 上 w = w(o(0)). 
如 果 p > 1, 那么 由 于 o 能够 扩张 成 从 A? 在 R? 中 的 一 个 邻 域 到 M 中 的 光滑 映射 ， 


由 能 够 经 由 o 被 拉 回 成 A? 的 邻 域 上 的 一 个 p 形式 ic(w). 在 这 种 情况 下 , 把 p 形 
式 w 在 p 单 形 o 上 的 积分 定义 为 


(9) 人 "= bo(w). 
把 这 些 积分 线性 地 扩张 到 链 上 , 使 得 车 c = 》`aici， 那么 
(10) fo = 二 "人 w. 


在 流 形 上 的 积分 理论 中 最 为 重要 的 定理 大 概 就 是 Stokes 定理 了 ,， 它 是 微 积分 
基本 定理 的 推广 . 注意 到 在 本 文中 “基本 定理 ” 指 的 是 : 如 果 FF 是 实 直线 上 的 光 
滑 函数 , 而 o 是 实 直线 上 的 光滑 1 维 单 形 , 那么 


(11) fr = fdr. 
下 面 将 介绍 Stokes 定理 的 两 种 形式 . 这 第 一 种 是 用 形式 在 链 上 的 积分 来 描述 的 . 


4.7 Stokes 定理 I 令 c 是 微分 流 形 M 中 的 一 个 p 链 (p>1), 令 忆 是 在 c 
的 象 的 邻 域 上 定义 的 光滑 (z-1) 形 式 , 那么 


(1) [ “= aw. 


证 明 只 需 考虑 p 链 是 由 单个 p 单 形 o 构 成 的 情况 就 足够 了 ,因而 必须 证 明 
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(2) [w= ,°: 


从 定义 立即 可 知 , 式 (2) 等 价 于 


(3) 几 aleo(o)= 守 Cy fa 50 (0) = Dey fa Hk? 060(w). 
首先 注意 到 p=1 的 情况 可 直接 转化 为 微 积分 基本 定理 : 

@ fondr = oD) -wo(0). 

因此 假定 p> 2. 那么 (p-1) 形 式 io(w) 可 以 表示 为 


(5) so(w) = adn A A dn A…Adn， 


jl 


其 中 加 在 某 个 因子 上 面 的 符号 “^” 表 示 该 因子 被 删 去 , 而 且 其 中 的 a 都 是 A? 在 

R? 中 的 邻 域 上 的 C™ 函数 . 因为 积分 运算 是 线性 的 ,所 以 可 以 考虑 6a(w) 是 由 

形 如 ajdni 人 .… A dr A 入 dm 的 单项 组 成 的 情况 . 在 此 情况 下 , 式 (3) 的 左边 变 为 
a 

(6) (僵直 Bn A A dr,. 


为 了 求 出 式 (3) 右 边 的 值 , 注意 到 对 于 1< i< p, 有 


六 (<J<i 一 1， 
(7) 6kP An)=10 (i=), 

Ti (tl<j<p). 
和 

p-l 

1-20 (j=1), 
(8) st) | 0- 

D1 (1<jgp). 


将 式 (7) 和 式 (8) 应 用 于 式 (3) 的 右边 , 得 到 
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p 一 
(9) DY ,om edr, A…AdrijiA…Adm) 


0 


1 
Cy be E 人 Dn 
i=l 


+Cy ji(0TDDdm A A dr 
a 


dn A:…Adrn 1 


对 式 (9) 右 边 的 第 一 项 应 用 变量 替换 . 令 pj 是 由 
(1 


-0>2)， 


一 1 
(00 gl) = (Brn 
和 


(B71 — Dn i jg7) 


定义 的 及 上 的 微分 同 胚 ， 那么 pj(A?"') = 4? 而且 |7。|=1, 因此 由 4.4 式 (1)， 
式 (9) 右 边 的 第 一 项 等 于 


-1 
(11) CD fg ee 
i=1 


从 式 (3), 式 (6), 式 (9) 及 式 (11), 可 以 看 出 , 已 进行 的 证 明说 明 


dn A…Adm- 


0 
(12) /Be 石 人 … 和 dm 
了 


一 1 
二 J A | -Sn dn 和 A…Adm 
i=1 


— fp dn A A dr 


但 通过 先 对 7; 进行 迭代 , 再 应 用 微 积分 基本 定理 ， 式 (19) 就 成 为 了 2 在 人 二 


的 积分 值 . 

4.8 ”定向 流 形 上 的 积分 令 M 是 一 个 n 维 定向 流 形 并 在 M 的 正则 区 域 上 积 
分 mn 形式 ， 对 于 MM 的 一 个 子 集 万 来 说 , 若 对 于 每 个 点 me M， 下 列 三 个 条 件 之 
一 成 立 , 则 把 DD 称 为 一 个 正则 区 域 : 

(a) 存在 mn 的 开 邻 域 包 含 在 M-D 之 中 . 
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(b) 存在 m 的 一 个 开 邻 域 包含 在 D 中 . 

(c) 在 m 点 处 有 一 个 中 心 坐标 系 (U,y ) 使 得 p(U nD) = p(V)nH", 其 中 ， 
H" 是 由 > 0 定义 的 R" 的 半空 间 . 

区 域 D 的 属于 (b) 类 型 的 点 称 为 内 点 ,并 由 它们 组 成 D 的 内 部 Int(D)， 属 于 
(6) 类 的 点 称 为 边界 点 ,由 它们 组 成 D 的 边界 3D. 限制 于 38D 上 的 (c) 类 型 的 坐标 
系 可 微 地 相互 交 番 , 并 且 在 8D 上 产生 一 个 n-1 维 的 流 形 结构 使 9D 成 为 M 的 n-1l 
维 嵌入 子 流 形 . 

令 me 9D, 令 vE M,,. 如 果 对 M 的 每 条 光滑 曲线 a(t) 适 合 &(0) = wv, 并 且 
对 于 某 个 a > 0 和 0<t<e, 都 有 alt) 4 D，, 那么 将 v 称 作成 的 一 个 外 向 量 . M 上 
的 定向 在 9D 上 诱导 一 个 定向 如 下 : 令 v 是 8D 在 m 点 的 一 个 外 向 量 . 令 
Wan-1 是 切 空间 (9D )v 的 一 个 基 , 那么 当 且 仅 当 羽 …, v1 是 M, 的 一 个 定向 
基 时 ,定义 wun-i 是 (3D)n 的 一 个 定向 基 . 容易 验证 这 个 定义 不 依赖 于 所 选取 
的 外 向 量 v， 并 且 这 在 定义 4.1 的 意义 上 定义 了 8D 上 的 一 个 光滑 定向 . 

令 玫 是 一 个 具有 紧 支 集 的 m 形 式 (n=dimM), 令 D 是 M 中 的 一 个 正则 区 域 . 
作为 一 种 特殊 情况 , D 可 能 是 整个 M. 要 定义 w 在 D 上 的 积分 , 就 像 在 4.6 节 中 那 
样 ， 对 于 这 个 定义 而 言 ，w 是 一 个 连续 的 n 形式 就 足够 了 . 利用 单位 分 解 把 w 的 
支 集 归结 为 M 的 一 些 能 够 像 在 式 (4.6(9)) 那 样 在 它 上 面 进 行 积分 的 n 单 形 . 首先 ， 
适当 选择 关于 D 和 68D 的 一 些 n 单 形 . 

如 果 用 的 nn 单 形 o 能 扩张 成 A" 的 一 个 邻 域 上 的 微分 同 胚 , 则 称 之 为 正则 的 . 
当 说 到 正则 n 单 形 时， 总 是 假定 它们 已 按 这 种 方式 扩张 至 A" 的 一 个 邻 域 上 . 一 个 
定向 正则 n 单 形 是 一 个 使 得 映射 o 在 其 中 能 够 保持 定向 的 n 单 形 (总 是 取 R" 的 标 
准 定向 ). 

伴随 于 一 个 给 定 的 正则 区 域 D,， 只 考虑 下 列 两 种 类 型 的 定向 正则 nn 单 形 : 

(aj o(A”)C Int(D). 

(B) o(4")cD 并 且 o(4")n8D=o"(A”'!), 即 o 的 第 n 个 面 恰好 在 DD 的 边 
界 上 . 

现在 用 下 列 两 种 类 型 的 开 集 UU 覆盖 D: 

(a) UV 位 于 一 个 (a ) 型 定向 正则 n 单 形 o 的 内 部 . 

(8B) U 是 R” 的 一 开 集 V 在 一 个 (5 ) 型 定向 正则 n 单 形 o 之 下 的 象 , 而 且 这 个 
开 集 V 是 A" 的 第 n 个 面 中 的 一 点 的 邻 域 , 它 与 A" 的 边缘 仅 在 上 述 的 第 nn 个 面相 
交 , 并 且 它 在 c 下 的 象 包含 在 c(A")U(M -- D) 中 . 

因为 suppwnD 是 紧 的 , 所 以 它 有 一 个 由 ( a’ ) 型 或 ( 2) 型 开 集 组 成 的 有 限 覆 
盖世 …… 太 . 令 相伴 的 定向 正则 n 单 形 是 max . 令 U = M -(suppwnDD), 令 
ypi…sPk 是 从 属于 M 的 著 盖 UU…,U, 的 单位 分 解 . 将 由 在 D 上 的 积分 定义 为 
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(1) fo- 


必须 验证 定义 (1) 不 依赖 于 覆盖 和 单位 分 解 的 选取 . 令 V,V…,V 和 沙 仿 …, 作 分 
别 是 另 一 个 这 样 的 落 盖 和 另 一 个 这 样 的 单位 分 解 ， 其 中 ，V; 伴随 于 定向 正则 n 单 


1 
形 a;. 因为 在 suppwnD 上 , = 0， 由 此 可 知 D)w =1， 因此 


气 
“(2) BL hE jw 
类 似 地 ， 有 

(3) 3 Ww = > wipiw. 

由 于 ay oT) 在 使 它 有 定义 的 开 集 (可 能 是 空 集 ) 上 是 一 个 保持 定向 的 微分 同 胚 , 又 因 

为 (suppWeiw)jnoi(4") = (suppWwiw)nrji(4"), 所 以 由 变量 替换 公式 4.5(2), 得 

(4) | wow = fo oilspis) = [dor ori)ler(yei)] 

= / an Ti(WiPi0) = jpiw. 


由 式 (2)~ 式 (4)， “是 完全 确定 的 ， 它 不 依赖 于 覆盖 和 单位 分 解 的 选择 . 
注意 到 ,如 果 7 是 M 的 一 个 微分 同 胚 , 那么 


(5) J 2 十 fm), 
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当 且 仅 当 7 保持 定向 时 取 “ 二 ”号 . 

下 面 来 叙述 并 证 明 Stokes 定理 的 第 二 种 形式 . 

4.9 Stokes 定理 全 令 吃 是 nn 维 定向 流 形 M 上 的 正则 区 域 , 令 w 是 一 个 具 
有 紧 支 集 的 光滑 (n-1) 形 式 , 那么 


(D J = J 


证 明 令 y1,…,yi 和 oj,…,ok 是 如 同 在 4.8(1) 中 那样 关于 (suppw) nD 而 选取 
的 . 由 于 在 (suppw) nD 的 一 个 邻 域 yp; = 1 因此 在 该 邻 域 上 d( mw)=0. 
从 而 在 (suppw )mD 的 一 个 邻 域 上 有 


大 大 大 
O Dd(p0)=D Dap wt edo=du. 
i=1 i=l 这 1 
若 oi 是 4.8 节 中 (Qo) 型 的 n 单 形 ， 则 
(3) 人 oo=0= 人 edo， 


这 是 因为 supp piw C Intai(4A") c IntD. 另 一 方面 , 假定 oi 是 4.8 节 中 (B) 型 的 m 
单 形 ， 在 这 种 情况 下 , 除了 可 能 在 第 n 个 面 o? 内 部 的 点 上 之 外 ，wiw 在 oi 的 边缘 
上 为 零 . 若 n 是 偶数 , 则 or? 是 8D 中 一 个 保持 定向 的 正则 (n-1) 单 形 ; 车 nn 是 奇数 ， 
则 o? 是 保持 定向 的 。 由 此 可 得 


@ J r= = fee = fe. 
从 式 (2)- 式 (4) 和 Stokes 定理 的 第 一 种 形式 ( 见 4.7 节 ) 可 以 看 出 
/w= 7 RD 大 lpi) 
ee 人 
系 ， 令 w 是 m 维 定向 紧 流 形 M 上 的 光滑 (n-1) 形 式 , 那么 


人 ad=0. 


4.10 Riemann 流 形 上 的 积分 “ 令 M 是 一 个 n 维 Riemann 流 形 , 即 M 是 一 
个 n 维 微分 流 形 而 且 在 每 个 切 空间 M,, 上 带 有 一 个 正定 内 积 ( , ),, 使 得 每 当 X 和 了 
是 光滑 向 量 场 时 ，m 一 (X,Y),, 是 M 上 的 光滑 函数 . 在 第 1 章 习 题 23 中 已 经 断言 


(5) 
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了 Riemann 度量 的 存在 性 . 

给 定 一 点 me M , 可 以 求 出 m 的 一 个 邻 域 U 和 上 的 一 族 C” 向 量 场 
6a,.…,6， 而 且 它 们 在 下 述 意义 上 是 规范 正 交 的 : 它们 在 U 的 每 一 点 上 构成 M 的 
切 空间 的 规范 正 交 基 ， 从 一 个 坐标 邻 域 (Uz,…,z,) 开始 , 应 用 通常 的 Gram_Sch- 
mit 方 法 将 向 量 场 2-,…, 规范 正 交 化 ,而 有 是 在 U 的 所 有 点 上 都 同时 这 样 做 


把 这 样 一 族 @,…,e, 称 为 局 部 规范 正 交 标 架 场 . 
特别 地 ,由 于 内 积 (, ),, 是 Mw 与 其 自身 的 一 个 非 奇 异 配对 ， 所 以 它 诱 导 M。 
与 M;, 的 一 个 自然 同 构 ( 见 定义 2.7), 即 v 一 p,, 其 中 ， 


(1) Yo(w) = (wu)m 


通过 这 个 同 构 ，M; 继承 一 个 内 积 。 注意 到 ，M,, 的 一 个 规范 正 交 基 的 对 偶 基 本 
身 就 是 Mn, 的 一 个 规范 正 交 基 . 

令 a…em 是 避 上 的 一 个 局 部 规范 正 交 标 架 场 ， 令 ww 是 对 偶 的 1 形式 ， 
即 在 UV 上 ， 


(2) Wi(6j) = 的 ， 


那么 wun 构成 U 上 的 一 个 局 部 规范 正 交 的 余 标 架 场 . 在 U 和 U' 上 考虑 两 个 
局 部 规范 正 交 的 余 标 架 场 wan 和 忆 …,w/ ,那么 在 UnU' 上， 


(3) WA. Aun = det(a)w A Au， 


其 中 ， 是 一 个 正 交 甜 阵 , 它 的 元 素 是 UNUV 上 的 C™ 函数 ， 因而 


(4) mA…Awn= 土 几 和 人 …Awf! . 


假设 M 是 定向 的 . 对 于 世上 的 一 个 局 部 余 标 架 场 w,…,wn ,如 果 ww 入 … 和 An 
在 U 的 每 一 个 点 上 都 属于 M 的 定向 , 那么 把 这 个 余 标 架 场 称 为 定向 的 . 在 M 的 每 
一 点 处 选取 一 个 局 部 定向 的 规范 正 交 余 标 架 场 , 那么 相应 的 n 形 式 内 入 …Aw 在 
交 秋 处 一 致 、 因 此 在 M 上 决定 一 个 整体 定义 的 无 处 为 零 的 mn 形式 由 这 个 形式 w 
称 为 定向 Riemann 流 形 M 的 体积 形式 , 它 在 M 上 的 积分 是 M 的 体积 . 

在 第 2 章 习题 13 中 ,对 定向 内 积 空间 六 在 A(V) 上 引进 了 星 算 子 *. 因此 在 


一 个 定向 Riemann 流 形 M 上 , 对 于 每 一 个 点 m, 都 有 在 4(M7 ) 上 定义 的 算 子 *. 
容易 看 出 算 子 * 把 光滑 形式 变 成 光滑 形式 ， 因 而 得 到 一 个 线性 算 子 
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(5) *: E?(M)— E"™?(M). 


根据 第 2 章 习题 13, 它 满足 
(6) ## 二 (一 1)?("?). 
从 4.8 节 已 经 知道 怎样 在 一 个 n 维 定向 流 形 上 积分 n 形式 . 目前 在 一 个 定向 


Riemann 流 形 M 的 情况 下 , 把 具有 紧 支 集 的 连续 函数 /在 M 上 的 积分 定义 为 ( 连 
续 )m 形 式 *j = fw 的 积分 , 即 


(7 hf= hf = hte 
实际 上 ， 在 人 7 的 定义 中 进行 定向 是 方便 的 , 但 不 是 必要 的 . 如 果 M 是 一 个 
Riemann 流 形 (不 必 是 定向 的 ), 那么 可 将 具有 紧 支 集 的 连续 函数 的 积分 定义 如 下 : 
令 {U0。} 是 一 个 由 正则 n 单 形 ou 的 内 部 构成 的 M 的 覆盖 ， 令 只 ,of 是 在 
oa(4") 的 一 个 邻 域 上 定义 的 局 部 规范 正 交 的 余 标 架 场 ， 那么 在 A" 的 邻 域 上 存 
在 C” 函数 人 如， 使 得 
oa (WP A Awi)= hdn 入 …Adm. 


令 { ya} 是 一 个 从 属于 覆盖 {U0} 的 单位 分 解 , 令 f 是 一 个 在 M 上 具有 紧 支 集 的 连 
续 函 数 . 那么 定义 


(8) [f= fs) oo loldn A Nd 


从 类 似 于 4.8 节 末 尾 的 论证 得 知 ,这 个 定义 不 依赖 于 覆盖 和 单位 分 解 的 选取 . 在 
Riemann 流 形 的 情况 下 , 式 (8) 和 式 (7) 是 一 致 的 . 


在 经 典 向 量 分 析 中 ， 把 及 "中 一 个 数 /的 机 度 定义 为 向 量 场 守 | 下 | 起 ， 


而 将 向 量 场 V = 如 次 的 必定 义 为 琴 数 2 5 . 把 这 些 概念 扩展 到 一 


一 1 i=l 


Riemann 流 形 上 如 下 : 回想 到 度量 为 我 们 给 出 标准 同 构 Mn 兰 Mm。 为 了 方便 ， 
用 波纹 号 表示 这 样 的 同 构 ， 因 此 若 ve M,， 那么 条 就 是 M;, 中 相应 的 对 偶 元 素 ; 
如 果 w Ee Ma， 那么 名 就 是 M, 中 的 对 应 向 量 . 另外 , 如 果 了 是 M 上 函数 , 那么 它 
的 梯度 就 是 向 量 场 


(9) gradf = df. 
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如 果 V 是 一 个 定向 Riemann 流 形 上 的 向 量 场 , 那么 它 的 散 度 就 是 函数 
(10) divV=*d*V. 


注意 到 , 由 于 divV 包含 两 次 * 运 算 , 所 以 它 实际 上 是 不 依赖 于 定向 性 而 定义 的 . 

Stokes 定理 在 Riemann 流 形 上 有 一 个 等 价 形式 , 被 称 为 散 度 定 理 . 这 个 定理 
说 明 ，, 如果 了 是 Riemann 流 形 M 上 的 一 个 具有 紧 支 集 的 光滑 向 量 场 , D 是 M 中 
的 一 个 正则 区 域 , n 是 9D 上 的 单位 外 法 向 量 场 , 那么 


(11) J divv=/ (V,n). 


其 证 明 留 给 读者 作为 习题 ( 几 点 附加 注释 见习 题 4). 

4.11 Lie 群 上 的 积分 令 G 是 一 个 n 维 Lie 群 。 在 例 4.3(a) 中 已 经 注意 到 G 
是 可 定向 的 . 现在 在 G 上 永久 性 地 固定 一 个 定向 . 

考虑 G 上 的 左 不 变 n 形 式 ， 因为 这 样 一 个 形式 是 由 它 在 一 点 上 的 值 唯一 决定 
的 ， 又 因为 n 维 向 量 空间 的 n 次 外 宪 是 1 维 的 , 所 以 在 G 上 恰好 有 一 个 左 不 变 n 
形式 的 1 维 空间 . 选取 一 个 与 G 上 的 固定 定向 一 致 的 非 零 的 左 不 变 形式 w . 

由 于 G 是 定向 的 , 所 以 可 以 像 在 4.8 节 中 那样 在 G 上 定义 具有 紧 支 集 的 n 形 
式 的 积分 . 现在 把 具有 紧 支 集 的 连续 函数 f 在 G 上 关于 w 的 积分 定义 为 


(1) J 村 上 和: 


积分 (0 当然 依赖 于 和 G 上 的 定向 一 致 的 非 零 左 不 变 n 形 式 w 的 选取 . 但 是 由 
于 这 样 的 n 形 式 直 至 相差 一 个 正常 数 因子 是 唯一 确定 的 , 因而 有 积分 (1). 在 紧 群 
G 的 情况 下 , 能 够 而 且 总 是 通过 要 求 规范 化 


(2) 名 =1 


来 固定 w 的 选取 . 
考虑 微分 同 胚 1, 它 是 由 G 的 元 素 5 产生 的 左 平移 , 那么 因为 51,(w) = 
是 保持 定向 的 ,所 以 根据 4.8(5), 有 


(3) ff= fro= b= eb) = fo 


鉴于 性 质 (3)( 函 数 f 在 G 上 的 积分 与 它 的 任何 一 个 左 平移 fo1, 的 积分 是 相同 的 ) 
把 积分 (1) 称 为 左 不 变 的 . 


于 是 要 问 , 对 于 什么 样 的 扩张 ,积分 (1) 还 是 右 不 变 的 , 即 何 时 有 
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(9 人 = 人 ren 
对 于 每 一 个 ce G 成 立 ? 形式 67,w 仍然 是 左 不 变 的 ， 因 为 
6l.6r,w = 6r,6l,w = 6r;w, 
所 以 6rsw 是 忆 的 某 个 常数 倍 ， 从 而 有 G 到 非 零 实数 的 一 个 确定 的 函数 天 使 得 
(5) 6r,(w) = XMo)w . 
容易 验证 是 0~ 的 . 令 


(6) Mo) = 上 | 
注意 到 ， 
(7) Mo7) = XMo)AX7)， 


因此 和 是 G 到 正 实数 组 成 的 乘法 群 中 的 Lie 群 同 态 . 称 和 为 模 函 数 . 因为 由 4.8(5)， 
对 于 G 中 的 每 个 o 


Jofo= oro, 


由 此 可 知 ， 当 且 仅 当 在 G 上 入 三 1 时 , 积分 (1) 是 右 不 变 的 . 使 得 和 三 1 的 Lie 群 G 
称 为 么 模 的 . 注意 到 , 每 个 紧 Lie 群 G 都 是 么 模 的 ， 因 为 对 每 个 re G 


1= =XMo 矿 =Xo， 


所 以 紧 Lie 群 上 的 积分 既是 左 不 变 的 又 是 右 不 变 的 . 

4.12 4.11 节 的 应 用 下 面 是 紧 Lie 群 上 的 积分 的 一 个 典型 应 用 . 

令 G 是 一 个 Lie 群 , 令 a:G 一 Aut(Y) 是 G 到 实 内 积 空间 或 复 内 积 空间 的 
自 同 构 中 的 一 个 表示 . 在 了 是 一 个 复 内 积 空间 (或 者 相应 地 是 一 个 实 内 积 空间 ) 的 
情况 下 ,如 果 对 V 中 的 所 有 vv 和 w 以 及 对 所 有 TE G， 


(1) (a(T)v,a(7T)w) = (v,w), 
那么 就 将 a 称 作 西 表示 (或 相应 地 称 为 正 交 表示 ). 
令 G 是 紧 的 且 V 是 复 的 (相应 为 实 的 ). 那么 在 V 上 有 一 个 内 积 使 得 a 关于 这 


个 内 积 是 酉 的 (相应 地 是 正 交 的 ). 在 实情 况 下 的 证 明 与 在 复 情况 下 的 证 明 是 类 似 
的 . 令 { , } 是 V 上 的 任何 内 积 , 置 
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(2) (vw) = {falalo)w}do, 
其 中 用 do 表示 把 被 积 函数 看 作 是 G 中 0o 的 函数 . 由 此 立即 可 知 ，( , ) 也 是 一 个 内 
积 . 从 积分 在 G 上 的 右 不 变性 可 以 得 出 式 (1) 成 立 : 
(on alr)w) = fo {oo)alr)v, ato)atryojda 
可 tecnuwalorjujdc 
= 人 tao)walojujac 


= (v,w). 


3 de Rham 上 同调 


4.13 定义 ”微分 流 形 M 上 的 一 个 p 形式 a ,如果 da = 0,， 则 称 它 为 闭 形式 ; 
如 果 存 在 (p-1) 形 式 8 使 得 a = dB , 则 把 a 称 为 恰当 形式 . 由 于 d? = 0， 所 以 每 
个 恰当 形式 都 是 闭 的 。 把 由 闭 p 形 式 组 成 的 实 向 量 空间 模 以 恰当 ?形式 组 成 的 子 
空间 所 得 的 商 空间 称 为 M 的 第 p 个 de Rham 上 同调 群 . 


(1 H4。 R(M) = { 闭 p 形 式 }/{ 恰 当 p 形式}. 


4.14 例子 “考虑 单位 圆周 8! 的 情况 . 因为 对 于 p > 1 在 S1 上 没有 非 零 的 p 
形式 , 所 以 除了 可 能 对 p = 0,1 之 外 ， 所 有 上 同调 群 有 3 R(M) 全 部 为 零 ， 由 于 在 
连通 流 形 上 没有 恰当 的 0 形式， 而 且 一 个 闭 的 0 形式 就 是 一 个 常 值 函数 ， 所 以 


(1) HY. rR(S')SER. 


外 的 “ 极 坐 标 函 数 ”9 不 是 整体 良 定义 的 ， 因为 它 只 能 确定 到 相差 2 的 整 倍数 , 然 
而 ， 它 的 微分 db 在 51 上 是 一 个 整体 上 完全 确定 的 无 处 为 零 的 1 形式 . 实际 上 ， 
db 是 8 从 及 > 上 继承 的 自然 Riemann 度量 的 体积 形式 . 但 是 dg 不 是 恰当 的 , 因 
为 假若 它 是 恰当 的 , 那么 它 在 S' 上 的 积分 应 当 为 0 而 不 是 2n.，51! 上 的 所 有 1 形式 


都 是 闭 的 . 可 以 断言 , 如 果 a 是 个 1 形式 , 那么 就 有 一 个 常数 c 使 得 a 一 cd6 是 恰 
当 的 . 为 了 让 a = f(9)d9, 令 


w 
-= 二/o, 


并 且 令 
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gg@)= [00) -oa0. 


因为 对 一 切 整数 n?，g(9 + 2rn) = g(9), 于 是 g 是 81 上 的 一 个 完全 确定 的 C” 函数 ， 
而 且 dg = (f(0) 一 c)d96=a 一 cd9. 因而 S$! 上 的 每 个 1 形式 与 d9 的 某 个 实数 倍 相差 
一 个 恰当 形式 . 所 以 

(2) Hi R(S') SR. 


4.15 “映射 的 效果 令 f:M 一 NN 是 一 个 0” 映射. 那么 根据 命题 2.23, 代数 
同 态 6f : B*(N) 一 BB (M) 与 d 交换 ,并且 因此 把 闭 形式 映射 成 闭 形式 , 把 恰当 形 
式 映射 成 恰当 形式 . 因而 它 对 每 个 整数 p > 0 均 诱导 一 个 同 态 


(D f° : HY, n(N)— HE rR(M). 
如 果 另 外 还 有 g:N 一 和 是 C 的 , 那么 
(2) (gof) =f og". 
显然 , 恒 等 映射 id : M 一 M 诱导 de Rham 上 同调 的 单位 元 : 
(3) (id) =id. 
从 (2) 和 (3) 得 知 ， 微分 同 胚 f:M 一 N 诱导 de Rham 上 同调 的 同 构 . 因而 
de Rham 上 同调 是 可 微 流 形 M 的 一 个 微分 不 变量 . 在 第 5 章 , 将 证 明 它 实际 上 是 
一 个 拓扑 不 变量 ， 即 de Rham 上 同调 群 只 依赖 于 M 的 基础 拓扑 结构 而 不 依赖 于 
可 微 结构 . 证 明 这 个 事实 的 关键 部 分 是 de Rham 定理 , 下面 将 阐述 它 的 一 种 形式 . 
首先 , 需要 定义 M 的 实 可 微 奇异 同调 群 . 

4.16 ” 实 可 微 育 异同 调 对 于 每 个 整数 p > 0, 令 。5,(M,R) 表示 由 M 中 的 
可 微 奇异 p 单 形 生成 的 实 向 量 空间 . 因此 ,5,(M, 民 ) 的 元 素 恰好 是 M 中 带 实 系数 
的 可 微 奇 异 p 链 . 对 于 p < 0, 我 们 令 。。5,(M,RR) 为 零 向 量 空间 . 对 于 每 个 整数 p， 
边缘 算 子 9 诱导 线性 变换 
(1) Op : oSp(M,R)— Sp 1(M,R), 
对 于 p < 0, 它 就 是 零 变换 . 根据 (4.6(7))，6, 。0541 = 0， 因此 ，60,, 的 象 在 6， 
的 核 中 . M 的 带 实 系数 的 第 p 个 微分 奇异 同调 群 定义 为 
(2) ooH,(M,R)= kerO, /ImO,+1, 


第 4 章 流 形 上 的 积分 “151 


而 且 它 还 是 一 个 实 向 量 空间 . ker 8， 的 元 素 称 为 可 微 p 闭 链 ，Im 9，,i 的 元 素 称 
为 可 微 p 边缘 链 . 
4.17 de Rham 定理 ”下面 将 要 定义 de Rham 上 同调 H.R(M) 到 实 可 微 奇 


异同 调 的 对 偶 空间 H,(M;R) 中 的 一 个 线性 映射: 
(1) HR(M) 一 < 本 (Mi;R) 


令 a 是 一 个 代表 de Rham 上 同调 类 { a } 的 闭 p 形式, 令 > 是 代表 实 可 微 奇 异同 调 
类 {的 一 个 p 闭 链 . 那么 映射 (1) 定 义 为 


(2) {ao}({2)= fa 


从 Stokes 定理 I(4.7 节 ) 可 直接 得 出 式 (2) 不 依赖 于 代表 a 和 z 的 选取 . 

de Rham 定理 断言 映射 (1) 是 一 个 同 构 . 这 将 在 5.36 和 5.37 节 予 以 证 明 . 由 
一 个 微分 形式 在 可 微 闭 链 上 的 积分 所 确定 的 实数 称 为 该 微分 形式 的 周期 . 于 是 
Stokes 定理 工 说 明 , 恰当 形式 的 周期 全 部 为 零 . 同 构 (1) 的 内 射 性 给 出 其 着 命 题 ， 
即 如 果 一 个 闭 形式 的 周期 全 部 为 零 , 那么 它 是 一 个 恰当 形式 . (1) 的 满 射 性 说 明 ， 
如 果 一 个 实数 per() 以 下 列 方式 被 指派 给 每 一 个 闭 链 z : 


(3) per(az 十 为) = aper(2) + per(%)， per( 边 缘 ) = 0， 
那么 在 M 上 有 一 个 闭 形式 a 使 得 对 所 有 闭 链 z 
(4) .0= per(s). 

de Rham 定理 证 明 中 的 关键 部 分 ( 见 5.28 节 ) 是 下 面 的 Poincaré 引 理 . 


4.18 ”Poincaré 引 理 令 U 是 Euclid 空间 0 “中 的 开 单位 球 , 像 通常 那样 令 
EA(U ) 是 UU 上 的 k 次 可 微 形式 组 成 的 空间 .， 那么 对 于 每 个 上 > 1, 均 有 一 个 线性 变 
换 有 :EU ) 一 BE“!(U), 使 得 


(1) hod+doh =id. 
证 明 从 公式 2.25(d) 开 始 , 它 是 用 外 微分 法 和 内 乘法 来 表示 Lie 导数 : 
(2) Lx =i(X)od+doi(X). 


把 式 (2) 应 用 于 UV 上 的 径 向 向 量 场 
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区 
(3) i 
定义 多 (U) 上 的 线性 算 子 a 为 
(4) or(fdns NAar) = (fenat]as, 和 A…Admi 


并 且 线性 地 扩张 到 整个 锯 (U ) 上 . 对 于 由 式 (3) 定 义 的 X, 证 明 在 包 (U) 上 有 
(5) a oLx = id. 


因为 利用 Lx 是 一 个 与 d 交换 的 求 导 算 子 这 个 事实 , 得 到 
(6) ax o Lx(fr A dni )(p) 


-w+ 如 
-Ne 
0 


= (fee)an A A dn,(n) 
= fl(p)dn 和.…A dr (p). 


dn san | 


vn)+ n(n) | Wp dm A A dr (p) 


由 (5) 和 (2), 得 到 在 肪 ( 太 ) 上 关于 由 式 (3) 给 出 的 X 有 


(7) id=a oi(X)od+a: odoi(X). 
于 是 a 与 d 交换 ， 即 

(8) ak od=doak-1. 

因为 


ak o d( 有 六 …A 人 dm )(D) 


-aq 了 对 aanA- “人 dm jw 
-人 “守则 se Adni 人 …Adm_,(D) 


这 a essenat]an, A Adn,(p) 


=doar(fds A*…A dn ,)(p). 
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因而 从 (8) 和 (7) 得 出 , 在 所 (UV ) 上 ， 


(9) id=ax oi(X)od+doar 1 oi(X). 
从 而 通过 置 

, 9 
(10) hi = ol Es 下 


就 可 得 出 要 求 的 线性 变换 hh, 并 且 它 将 导出 式 (1). 

系 (a) ”如果 ww 是 RR" 中 开 单 位 球 上 的 形式 (二 1) 并 且 dw =0, 那么 存在 一 
个 (上 -1) 形 式 8( 即 h(w)) 使 得 dB6=ww. 

系 (b) ”R" 中 开 单 位 球 的 de Rham 上 同调 群 对 于 p> 1 全 部 为 零 . 

4.19 评注 令 上 和 所 是 从 MM 到 NN 中 的 C” 映 射 , 那么 对 于 每 个 都 有 诱导 
映射 
(1) 6f.: E*(N)— E*(M). 


如 果 希 望 证 明 6 有 和 6 诱导 de Rham 上 同调 的 同一 个 同 态 , 那么 只 需求 出 一 族 线 
性 变换 


(2) hi : Bt(N) 一 Bt-I(M)， 
使 得 
(3) huod+doh. =6f —65h. 


因为 对 那 时 , 车 a 是 Y 上 的 闭 形 式 , 则 5f(a ) 与 5 (a ) 相 差 一 个 恰当 形式 , 且 因 
此 在 同一 个 同调 类 中 . 这 样 一 个 线性 变换 族 {hh} 称 为 i 和 卢 的 一 个 同 伦 算 子 . 在 
Poincaré 引 理 中 , 求 出 了 开 单 位 球 U 的 恒 等 映 射 与 U 到 其 自身 的 任何 常 值 映 射 
( 值 域 为 一 个 点 ) 之 间 的 一 个 同 伦 算 子 . 

习 题 


1. 证 明 例 4.3(c) 的 论断 : 对 于 一 个 d 维 流 形 X 来 说 , 若 存 在 一 个 浸 人 
f: 针 一朗 1， 那 么 当 且 仅 当 沿 (X, 内 有 一 个 光滑 的 无 处 为 零 的 法 向 量 场 时 ， 流 形 
六 是 可 定向 的 . 

2. 证 明 : 当 且 仅 当 n 是 奇数 时 , 实 射 影 空间 媚 是 可 定向 的 . 
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提示 : 注意 到 ， 当 且 仅 当 nn 为 奇数 时 , n 维 球面 8 的 对 径 映 射 是 保持 定向 的 . 

3. 完成 证 明 在 Riemann 流 形 上 存在 局 部 规范 正 交 标 架 场 的 细节 . 

4. 证 明 散 度 定理 4.10(11). 首先 假定 M 是 定向 的 . 再 利用 Stokes 定理 以 及 恒 
等 式 


(1) fo = or 


理解 式 (1) 的 最 佳 方式 是 在 8D 的 一 点 的 邻 域 上 选取 一 个 局 部 定向 规范 正 交 标 架 场 
el …6n 使 得 在 8D 的 各 点 上 , ea 是 外 单位 法 向 量 而 且 e,…,e, 构 成 8D 的 切 空 间 的 
定向 基 . 然后 用 这 个 局 部 标 架 场 及 其 对 偶 的 余 标 架 场 ,cn ， 表 示 *r 和 (,m) . 
最 后 证 明 对 于 Riemann 流 形 的 正则 区 域 D 定理 成 立 , 其 中 , 流 形 M 不 必 是 可 定 
向 的 . 

5. 令 M 是 一 个 定向 Riemann 流 形 . 令 fj 和 9 是 M 上 的 Ce 函数 , 令 D 是 M 
的 一 个 正则 区 域 . 9 的 Laplace 算 子 ( 记 作 A g) 定 义 为 


(1) Ag=—*d*dg. 
(对 于 Laplace 算 子 的 更 多 内 容 , 见 第 6 章 , 注意 到 ,由 于 对 Laplace 算 子 符号 的 选 
取 , 对 于 Buclid 空 间 R" 上 的 Ce 函数 g 得 到 Ag = 二 好 如， 其 中 空间 了 " 带 有 


1 8 


ore erty anton ao 
沿 0D 的 单位 外 法 向 量 场 那么 令 32 表示 ng) 

证 明 下 列 两 个 i 

第 一 Green 公式 : en = Ci gradg)— [fAg. 

第 二 


令 w 是 n 维 定向 Rs we 令 耳 ,… ,XR 和 Yi…, 志 是 M 
上 的 向 量 场 . 证 明 


Xi oo 了) = det{ (X,Y)}. 
同样 证 明 


X= 两 和 人-… 人 种 ， 
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其 中 ，Xi; 是 (通过 Riemann 结构 ) 对 偶 于 成 的 1 形式 . 

7. 证 明 4.11(5) 中 函数 入 的 可 微 性 . 

8. 令 G 是 一 个 (定向 的 ) 紧 Lie 群 , 而 且 对 于 oc € G , 令 a(co) =o 1. 证 明 : 对 
于 G 上 的 每 一 个 连续 函数 上 


Jef= Jofo0: 


9. 证 明 : Lie 群 G 有 一 个 双 不 变 的 Riemann 度量 ( 即 一 个 使 得 对 于 每 个 ce G ， 
dh, 和 dr 均 保持 内 积 不 变 的 度量 )， 当 且 仅 当 Ad( G) 在 Aut( g ) 中 的 闭 包 是 紧 的 . 

10，(a) 证 明 对 于 每 个 p>1 和 每 个 n>1，H&.n(R")=0. 

(b) 证 明 对 于 一 个 连通 的 流 形 M，Hicn(M)=R . 

11， 试 决定 及 中 的 环形 区 域 


1<(2 + /2 <2 


的 de Rham 上 同调 . 
12， 如 果 a 和 8 是 闭 微分 形式 , 证 明 a 信 B 是 闭 的 . 此 外 , 若 8 还 是 恰当 的 ， 
那么 证 明 a 人 6 也 是 恰当 的 . 


13， 考虑 及 2 上 的 1 形式 a = (z? +7y)dz 十 (-z+ysiny2)dy. 计算 它 在 下 列 
1 维 闭 链 上 的 积分 : 


(02) 


(10) 


14. 在 了 2 上 令 a = (2z +yeosry)dz 十 (zcoszy)dy . 证 明 a 是 闭 的 ， 通 过 求 一 
个 适合 a = df 的 函数 : R? 一 及 来 证 明 Q 是 恰当 的 、 a 在 习题 13 的 闭 链 上 的 积 
分 是 什么 ? 
15. 令 
_ 1 7dy 一 ydz 
2 + 7 蝇 


证 明 a 是 R? 一 {0} 上 的 闭 1 形式 , 计算 a 在 单位 圆周 8 上 的 积分 . 这 个 结果 如 何 
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能 证 明 a 不 是 恰当 的 ? 这 个 结果 又 如 何 能 证 明 5i(a) 不 是 恰当 的 ? 其 中 ， 
i: 81 一 有 2 是 标准 嵌入 . 
16，(a) 证 明 3" 上 的 一 切 闭 1 形式 都 是 恰当 的 . 
(b) 在 R? 一 {0} 中 , 令 
so = de 人 dn — rndn 人 dn+ndn 人 dn 
(+ tr) ? 


证 明 o 是 闭 的 
( 计算 人 的 值 . 这 如 何 能 证 明 o 不 是 恰当 的 ? 
(d) 在 R" 一 {0} 中 , 令 
Qe ndn + ndn + + ndrn, 
+ 
试 求 出 *a 并 且 证 明 *a 是 闭 的 . 
(@) 计算 人 *a 的 值 ，*a 是 恰当 的 吗 ? 


17， 利用 de Rham 上 同调 证 明 环 面 7? 不 能 微分 同 胚 于 2 维 球面 52. 
18. (a) 证 明 在 及 3? 中 的 开 壳 体 


中 , 每 一 个 闭 1 形式 都 是 恰当 的 . 

(b) 在 上 面 的 壳 体 中 求 一 个 2 形式， 要求 它 是 闭 的 但 不 是 恰当 的 . 

(e) 证 明 上 而 的 壳 体 不 能 微分 同 胚 于 及 ?3 中 的 开 单 位 球 . 

19. 令 f 和 yg 是 从 MM 到 NN 中 的 0” 映射 。 而 且 它 们 是 C” 同 伦 的 , 即 对 于 某 
个 e > 0, 存在 一 个 从 Mx(-s,1+e) 到 NN 中 的 C” 映 射 使 得 对 于 每 一 个 mE M 
F(m,0) = f(m) 和 F(m,1) = g(m) . 证 明 对 于 每 个 整数 p，H4,R(N) 到 HE a(M) 
中 的 诱导 同 态 f+ 和 g* 是 相等 的 . 

提示 : 必须 证 明 从 M 到 Mx(-s,1+e) 中 的 两 个 内 射 ii(m)=(m,0) 和 
和 (m) =(m, 有 ) 在 de Rham 上 同调 上 诱导 相同 的 同 态 . 为 了 证 明 这 一 点 , 需要 求 出 
适当 的 同 伦 算 子 . Poincare 引 理 4.18 的 证 明 纲要 将 是 有 用 的 . 

20. (a) 令 f:M" 一 局 是 一 个 浸入 并 且 使 M" 给 定 了 诱导 的 Riemann 结构 ， 
即 对 于 m € M 和 w,v € M,,， 


(wv)m = (df(w), df(v)) sem) 
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假设 M 是 定向 的 , 并 且 n 是 沿 JUM”) 的 定向 单位 法 向 量 场 [这 意味 着 每 当 册 un 
是 M,, 的 定向 规范 正 交 基 时 ， n，df(w),…,df(v) 是 Euclid 空间 在 扩 m) 点 的 切 空 
间 的 定向 规范 正 交 基 ]. 证 明 M 上 的 体积 形式 由 
w= 6f(i(n)(dn A A dm)) 
给 出 . 
(b) 令 DD 是 zy 平面 上 的 开 集 , 令 p:D 一 了 3 是 一 个 形 如 


(zy) = (7,y, f(z,Y)) 
的 光滑 映射 . 因而 2 决定 及 3? 中 的 一 个 嵌入 曲面 . 对 D 和 到 ?给 出 标准 定向 . 利用 


(a) 款 证 明 D 上 的 诱导 体积 形式 由 
of 
-| 时 + ] J 


drAdy 


给 出 . 
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本 章 的 主要 目标 是 证 明 de Rham 定理 . 在 4.17 节 已 叙述 过 它 的 一 种 形式 . 按 

其 最 完备 的 形式 , 这 个 定理 断言 : 从 de Rham 上 同调 环 到 由 闭 形式 在 可 微 奇异 闭 
链 上 的 积分 所 给 出 的 可 微 奇 异 上 同调 的 同 态 是 一 个 环 同 构 . 处 理 方法 是 把 de 
Rham 上 同调 和 可 微 奇 异 上 同调 都 表示 成 层 上 同调 的 特殊 情况 , 并 且 利 用 层 上 同 
调 论 同 态 的 基本 唯一 性 定理 证 明 de Rham 理论 与 可 微 奇异 理论 之 间 的 自然 同 态 
是 一 个 同 构 . 作为 这 种 处 理 方法 的 额外 收获 ,还 将 得 到 可 微 流 形 的 de Rham 理论 
和 可 微 奇 异 上 同调 理论 与 连续 奇异 理论 、Alexander-Spanier 理论 以 及 Cech 上 同 
调理 论 的 标准 同 构 的 存在 性 . 从 这 些 同 构 将 推出 de Rham 上 同调 论 是 微分 流 形 的 
拓扑 不 变量 . 
本 章 没有 事先 假定 关于 层 论 的 知识 , 也 没有 假定 这 些 上 同调 论 的 任何 知识 
而 且 要 发 展 那些 对 于 本 书 的 应 用 所 必需 的 各 方面 理论 . 从 层 论 和 层 的 上 同调 开始 
处 理 方法 主要 是 基于 Cartan 在 文献 四 中 所 给 出 的 论述 . 有 兴趣 的 读者 可 在 
Cartanl Godementm 和 Bredonfi 的 文献 中 找到 关于 层 论 的 更 一 般 论 述 . 在 复 流 形 
的 研究 中 , 层 论 是 一 种 非常 有 力 的 工具 . 关于 它们 在 Riemann 曲面 论 中 的 应 用 的 
一 个 极 好 描述 , 请 参见 Gunning 的 文献 [8]. 

令 MM 是 一 个 微分 流 形 . 回想 到 M 被 假定 为 第 二 可 数 的 , 因此 是 仿 紧 的 . 应 当 
指出 , 本章 中 所 介绍 的 几乎 全 部 层 论 都 只 依赖 于 M 是 一 个 仿 紧 的 Hausdorff 空间 
M 上 的 可 微 结构 只 是 在 少数 例子 中 以 及 在 de Rham 上 同调 (5.28 节 ) 和 可 微 奇 异 
上 同调 (5.31 节 ) 的 讨论 中 被 提 到 . 另外 ， 局 部 Euclid 结构 将 在 奇异 上 同调 的 讨论 
(5.31 节 ) 中 提 到 . 除 此 之 外 , M 只 需 是 一 个 仿 紧 的 Hausdorff 空间 . 

贯穿 本 章 ，K 始终 是 一 个 固定 的 主 理想 整 环 . 将 论述 M 上 的 天 模 层 . 需要 记 
住 的 最 重要 的 情况 是 下 列 两 种 情况 

(i) 天 是 整数 环 Z, 在 此 情况 下 , 一 个 天 模 即 是 一 个 Abel 群 . 

(ii) 天 是 实数 域 尺 ， 此 时 一 个 及 模 就 是 一 个 实 向 量 空间 

对 于 本 章 的 前 几 节 , K 可 以 是 任何 环 . 天 为 一 个 主 理想 整 环 的 附加 性 质 将 首先 
在 定义 5.13 中 用 到 . 


1 层 和 预 层 


5.1 定义 M 上 的 一 个 下 模 层 8 是 由 一 个 拓扑 空间 8 连同 一 个 满足 下 列 条 


第 5 章 层 、 上 同调 、de Rham 定理 "159 - 


件 的 映射 + :8 一 M 组 成 的 : 

(a) + 是 从 8 到 M 上 的 一 个 局 部 同 胚 . 

(b) 对 于 每 个 m e M ，r 1!(m) 是 一 个 天 模 . 

(c) 复合 律 按 8 上 的 拓扑 是 连续 的 . 

下 面 对 (c) 来 作 详细 说 明 . 令 8o8 是 由 使 得 r(s) = r(s) 的 所 有 元 素 对 (s,s,) 
组 成 的 8x8 的 子 空间 , 那么 (c) 要 求 808 一 8 的 映射 (4,ss)  s 一 s 是 连续 的 ， 
而 且 对 于 ke K ，8 一 8 的 每 个 映射 ks 是 连续 的 . 由 此 容易 得 知 s 上 (一 ) 和 
(s,82) mm si 十 5 也 是 连续 的 . 对 于 KK 代数 层 也 可 类 似 地 定义 ,只 是 要 在 条 件 (c) 中 
附加 要 求 使 5o8 一 8 的 映射 (s,s) 一 s .% 是 连续 的 . 

映射 7 称 为 投影 ，K 模 S。 = 7!(m) 称 为 me M 上 的 茎 . 令 U Cc M 是 开 的 ， 
把 使 得 nof = id 的 连续 映射 1:U 一 8 称 为 8 在 U 上 的 一 个 截面 . 0 截面 是 使 得 
5 的 零 元 与 me U 相伴 的 截面 , 令 T(8,0) 表示 8 在 U 上 的 截面 的 集合 ， 
(8,0) 成 为 一 个 K 模 如 下 : 令 f 和 g 属 于 T(8,U0), 令 ke kK, 定义 f 和 g 之 和 是 截 
面 


(f+9)(m= fm +gm) (meUd), 
并 且 通 过 置 
(fj)(m)= Rk(f(m)) (meD) 


来 定义 截面 不 附加 了 这 些 运算 ，F(8,D) 便 成 为 一 个 天 模 . 8 在 M 上 的 截面 (整体 
截面 ) 的 模 将 简 记 为 (8) . 注意 到 因为 是 一 个 局 部 同 胚 , 所 以 截面 都 是 开 映射 ; 
而 且 若 截面 /和 9 在 me M 点 处 一 致 , 那么 它们 必定 在 m 的 一 个 邻 域 上 一 致 . 

5.2 例子 M 上 的 层 的 最 基本 的 例子 是 所 谓 的 常 层 Z = M xG，, 其 中 , G 是 
一 个 带 有 离散 拓扑 的 K 模 而 且 多 被 给 定 了 积 拓扑 . 在 这 里 , 投影 就 是 


7(m,9)=m. 


一 个 不 平凡 的 例子 如 下 , 令 Fm 表示 me M 点 处 C” 函数 芽 的 集合 (如 定义 
1.13), 令 


(1) g*(M)= UF.. 


meM 


在 不 至 于 引起 混淆 时 , 把 多 ~(M) 简 记 为 Bg”. 能 够 以 明显 的 方式 定义 投影 
:多 % 一 M ,使 得 fe Ft). 使 M 中 的 每 个 集合 UU 及 如 上 的 每 个 Ce 函数 f 伴 
随 以 集合 


过 于 :eS 


meU 
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其 中 , f; 是 f 在 m 点 的 芽 . 这 些 集合 组 成 的 集 族 构成 多 “上 的 一 个 拓扑 基 , 使 多 ” 
成 为 一 个 实 向 量 空间 层 ( 实 际 上 是 一 个 代数 层 ， 因 为 每 个 ,都 有 一 个 代数 结构 ). 
多 ~(M) 称 为 M 上 C™ 函数 的 芽 层 . 类 似 地 ， 对 于 每 个 整数 p>0, 可 以 构造 M 上 
C? 类 函数 的 芽 层 多?(M). 

5.3 评注 ”应当 提醒 人 们 注意 , 层 一 般 不 是 Hausdorff 空间 . 实 直线 上 连续 
函数 的 芽 层 多 "( 了 R) 提供 了 一 个 简单 的 例子 . 令 g(t)=0; 对 于 t<0, 令 f(t) =0, 
而 对 于 刀 0, 令 f(t) =t. 那么 f 和 g 在 原点 的 芽 是 ZZ°(R) 中 的 不 同 元 素 , 然而 对 于 
每 个 t<0, f 和 g 有 相同 的 芽 . 由 此 可 知 , f 和 9 在 原点 的 芽 不 能 被 G"( 及 ) 中 不 相交 
的 开 集 分 离 . 

5.4 定义 令 8 和 8' 分 别 是 M 上 带 有 投影 + 和 mw 的 层 . 使 得 r' op = 7 的 连 
续 映 射 p : 8 一 8' 称 为 层 映射 . 注意 到 层 映射 必然 是 局 部 同 胚 ,而 且 它们 把 茎 映射 
成 茎 . 对 于 一 个 层 映射 p ， 如 果 它 在 每 个 茎 上 是 (K 模 的 ) 同 态 , 则 称 之 为 层 同 态 . 
一 个 层 同 态 , 若 它 可 逆 而 且 其 逆 也 是 一 个 层 同 态 , 则 称 它 是 一 个 层 同 构 . 

如 果 层 8 中 的 一 个 开 集 .% 使 得 对 于 每 个 me M,. 允 , = . 罗 8, 都 是 S。 的 一 
个 子 模 , 那么 称 罗 为 8 的 一 个 子 层 . 显然 , 8 的 一 个 子 层 连同 它 从 8 继承 的 自然 拓 
扑 和 投影 映射 仍然 是 一 个 层 . 

令 p:8 一 9 是 一 个 层 同 态 . yp 的 核 (kery ) 是 8 的 一 个 子 集 , 它 在 p 下 映射 
成 的 0 截面 , 那么 它 实际 上 是 8 的 一 个 子 层 . 把 子 层 p(8) c 称 为 pp 的 象 
(imp). 在 p 是 一 一 的 情况 下 , 常 将 8 与 p(8) 等 同 , 而 且 直 接 说 .的 子 层 8. 

令 史 是 8 的 一 个 子 层 . 对 于 每 个 me M ， 令 多 表示 商 模 Sn/. 多 并且 令 


(1) ye 
meM 

令 T:8 一 .了 是 这 样 一 个 自然 映射 , 对 于 每 个 m, 它 伴随 于 5,, 的 每 一 个 其 陪 集 在 
元 ,中 的 元 素 , 而 且 赋 予 了 商 拓扑 ， 即 中 的 集合 UV 是 开 的 当 且 仅 当 7-1(U) 在 
8 中 是 开 的 . 附加 这 个 拓扑 和 把 .到 的 每 个 元 素 映射 到 m 的 自然 投影 , 使 .六 成 为 
M 上 的 一 个 层 , 而 且 7 :8 一 .多 是 一 个 层 同 态 . 细节 留 作 习题 .. 产 称 为 8 模 . 罗 的 
商 层 . 

如 果 9p:8 一 多 是 一 个 层 同 态 ， 那 么 容易 验证 ， 对 于 se 8,, 由 
(s 十 (kery | Sn)) 一 p(s) 给 出 的 自然 映射 8/ kerp 一 imy 是 一 个 层 同 构 . 

如 果 在 序列 的 每 一 节 都 满足 前 一 个 同 态 的 象 是 下 一 个 同 态 的 核 , 那么 把 由 层 
和 同 态 组 成 的 序列 


O) i 
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称 为 正 合 的 . 对 K 模 的 正 合 序列 可 类 似 地 定义 . 注意 到 (2) 是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 对 
于 每 个 m e M , m 上 的 茎 同 态 的 诱导 序列 ， 即 


(3) oS)n =o (Sr)n = (Gra)m = 
是 正 合 的 . 如 果 .多 是 8 的 一 个 子 层 , .9 是 商 层 8/. 允 ,那么 自然 同 态 序列 
(4) 0 一 男 一 5 一 光一 0 


是 正 合 的 , 其 中 ,0 表示 M 上 的 常 层 , 它 在 每 个 点 上 的 茎 是 只 有 一 个 元 素 组 成 的 平 
凡 KK 模 . 把 只 有 五 项 组 成 而 且 第 一 项 和 最 后 一 项 为 0 层 的 形 如 (4) 的 正 合 序列 称 为 
短 正 合 序 列 . K 模 的 短 正 合 序列 可 类 似 地 定义 . 

5.5 预展 M 上 的 无 模 预 层 已 = {Su;ipry} 由 相应 于 M 中 每 个 开 集 忆 的 天 
模 So 和 相应 于 M 中 开 集 的 每 个 包含 关系 UCV 的 同 态 pry: Sy 一 5v 组 成 , 而 且 
使 pov =id 且 当 U CV CW 时 有 下 列 图 表 交换 : 


现 将 预 层 的 一 个 典型 例子 叙述 如 下 . 对 M 中 的 每 个 开 集 0 都 伴 之 以 VU 上 0” 
函数 的 代数 C~ (VU), 而 且 令 py 是 把 V 上 的 Cee 函数 限制 为 UV 上 的 0” 函数 的 
映射 . 这 就 得 出 M 上 的 实 向 量 空间 (实际 上 是 代数 ) 构 成 的 一 个 预 层 {C(U);puy}. 


类 似 地 ， 对 于 某 个 固定 的 p, 可 以 对 UU 伴 之 以 UV 上 的 p 形 式 的 向 量 空间 并 且 仍 然 令 
puy 是 限制 映射 


令 P= {50 :pvv} 和 P' = {50,plw } 都 是 M 上 的 预 层 . 使 用 P 到 P 的 预 层 同 
态 这 一 术语 来 表示 同 态 yu : Sr 一 5 的 一 个 集 族 {pv}, 并 且 使 得 当 U CV 时 有 


(2) pvowy = pu ° Pow-: 


对 于 预 层 同 态 {pw} ,如果 其 中 每 个 yw 均 为 KK 模 同 构 , 则 称 它 是 一 个 预 层 同 构 . 

5.6 层 和 预 层 之 间 的 关系 每 个 层 8 都 能 规范 地 产生 一 个 预 层 
{rGS,D)ipory}. 在 这 里 , 使 M 的 每 个 开 集 U0 都 伴 之 以 5 在 U 上 的 截面 的 KK 模 
(8,0), 并 且 对 M 中 开 集 的 每 个 包含 关系 UCV 都 伴 以 同 态 
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(1) puw :T(8,V) = T(8,0), 
这 个 同 态 将 8 在 V 上 的 截面 映射 到 它 在 U 上 的 限制 . 把 层 到 预 层 的 这 个 映射 记 为 
a . 把 a(8) 称 为 层 8 的 截面 预 层 . 

反 过 来 ,要 证 明 每 个 预 层 规范 地 决定 一 个 层 ， 称 这 个 层 是 该 预 层 的 相伴 层 . 
实际 上 , 许多 层 将 以 这 种 方式 自然 地 从 预 层 得 出 . 在 下 面 的 构造 过 程 中 要 记 在 心 
中 的 最 好 例子 是 预 层 {C~(U): pu vy}, 它 的 相伴 层 就 是 M 上 C” 函数 的 芽 层 . 

令 p= {Su,pov} 是 M 上 的 一 个 K 模 预 层 , 令 me M , 令 5;, 是 每 个 满足 
m eU 的 模 Su 的 不 交 并 ,如 果 当 上 仅 当 有 m 的 一 个 邻 域 WW 满足 W CUNV 且 使 
得 pwvf = pwv9 时 , 规定 fe Sr 等 价 于 ge Sy， 则 得 到 5;, 上 的 一 个 等 价 关系 . 
83" 的 元 素 的 等 价 类 的 集合 8。 将 是 m 上 的 伴随 层 的 茎 . 如 果 m e U ,那么 令 
pm : Sv 一 8 是 对 Sr 的 每 个 元 素 指派 其 等 价 类 的 自然 投影 . 令 fe Sr 和 9 e Sy 
分 别 是 8 中 的 s 和 % 的 代表 . 存在 m 的 一 个 邻 域 WW 使 得 W CUNV . 定义 8 
中 的 加 法 为 


(2) 3 十 2 = pmw(Pwwf + pw,vg), 
而 定义 乘 以 ke K 的 乘法 为 
(3) ks = pmu (Kf). 


容易 证 实 (2) 和 (3) 中 的 运算 都 是 完全 确定 的 ， 而 且 赋予 8,, 一 个 K 模 结构 使 得 各 映 
射 pw 都 是 同 态 . 把 8v 称 为 模 Su 对 于 包含 m 的 U 的 方向 极限 . 令 


(9 s= US, 

mEeM 
令 T:8 一 M 是 使 7(8,)=m 的 明显 投影 . 通过 对 各 个 fe So 和 M 中 的 各 开 集 U 
来 取 8 的 形 如 


(5) Or = {ppvf :Pp EU} 


的 子 集 族 作 为 一 个 拓扑 基 而 将 8 拓扑 化 . 这 个 集 族 确实 构成 8s 上 的 一 个 拓扑 基 ， 
因为 车 se 01n0, ,如 s= ppvf = ppyg， 那么 就 有 p 的 一 个 邻 域 W 适合 
W CUNV 并 且 使 得 pwvf = pwyg， 由 此 得 出 s € Our C 0 0,. 

可 以 断定 , 8 是 M 上 带 有 投影 的 一 个 层 . + 是 一 个 局 部 同 胚 , 因为 它 在 每 个 
Or 上 都 是 一 个 同 胚 . 每 个 茎 8,, 都 给 出 一 个 KK 模 结构 ， 所 以 最 后 只 需 验 证 复合 运算 
是 连续 的 . 首先 来 考虑 乘 以 ke K 的 乘法 . 令 se 8, 令 0 是 ks 的 一 个 开 邻 域 . 令 
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s= poujf ,那么 Oiy 也 是 ks 的 一 个 开 邻 域 . 令 了 是 p 的 包含 在 r(Ow nO) 中 的 一 
个 邻 域 . 那么 Oo ,7 是 * 的 一 个 开 邻 域 ， 它 在 乘 以 人 的 乘法 下 被 映射 到 ks 的 开 邻 域 
On CO 中 . 最 后 证 明 8e8 一 8 的 映射 (ss) rs 一 是 连续 的 , 为 使 0 是 
中 一 中 的 一 个 开 邻 域 , 如 sa 一 ss = prof , 令 % = ppy9 和 ss = ppwh, 那么 存在 p 
的 一 个 开 邻 域 8 适合 8GC UNnVANW, 并 且 使 得 


(6) Povf = povg — powh. 
由 此 可 知 (s,s) 的 开 邻 域 
(7) OoxOuwnnsosS 


被 映射 到 Oj 中 . 因而 复合 运算 是 连续 的 , 而 且 8 是 M 上 的 一 个 带 投影 7 的 层 . 把 
8 称 作 伴 随 于 预 层 PP 的 层 . 把 预 层 到 层 的 这 个 映射 记 为 8, 因而 8 = B(P). 

显然 , 通过 构成 人 (8,U) 的 元 素 以 及 gp, 每 个 层 同 态 p : 8 一 9 产生 截面 a(8) 
和 a(9 ) 的 预 层 之 间 的 一 个 预 层 同 态 . 反 过 来 , 从 已 到 忆 的 一 个 预 层 同 态 {pv} 规 
范 地 诱导 出 伴随 层 6(P) 和 6B(P') 的 一 个 同 态 p，, 使 得 


(8) ppv Pu 三 Poppr 


对 于 M 中 的 每 个 开 集 UV 和 每 个 pe U 成 立 . 而 且 无 论 按照 哪个 方向 ,从 层 同 态 到 预 
层 同 态 或 者 反 过 来 从 预 层 同 态 到 层 同 态 , 两 个 同 态 的 复合 诱导 出 相应 同 态 的 复合 . 

假设 从 层 8 开始 , 取 它 的 截面 的 预 层 a(8) ,然后 构成 伴随 层 8(a(8))， 从 而 得 
到 8 的 截面 的 芽 层 , 那么 层 8 和 6(a(8)) 是 标准 同 构 的 . 实际 上 , 令 €€ B(a(8)) 是 
8 在 包含 p 点 的 一 个 开 集 UU 上 的 某 个 截面 f 在 p 点 的 芽 ， 即 对 于 
f eT(80),é = ppuf， 那么 Ef(p) 决定 一 个 完全 确定 的 映射 B(a(8)) 一 8， 并 
且 它 是 一 个 层 同 构 . 细节 留 作 习 题 . 

然而 , 一 般若 从 预 层 P 开 始 , 并 且 取 与 已 相伴 的 层 的 截面 的 预 层 a(B(P)), 那 
么 可 能 得 到 一 个 与 P 完全 不 同 的 预 层 . 例如 , 令 已 = {Suipry}， 其 中 对 于 每 个 
USr 都 是 主 理想 整 环 K, 而 且 对 于 VSY 的 所 有 限制 py 恒 为 0, 那么 预 层 
a(B(P) 对 于 M 中 的 每 个 开 集 均 指派 零 模 . 若 已 同 构 于 a(B(P)， 则 下 列 定义 
中 的 条 件 显 然 是 必要 的 ， 而 且 在 命题 5.8 中 将 证 明 它 们 也 是 充分 的 . 

5.7 定义 对 于 M 上 的 一 个 预 层 {Su;pory} 来 说 , 如 果 当 开 集 UU 可 以 表示 成 
MM 的 开 集 之 并 【JU。 时 ,下 列 两 个 条 件 得 以 满足 ， 则 称 该 预 层 是 完备 的 : 


(G1) 当 5v 中 的 f 和 g 使 得 po of = py.ug 对 所 有 a 成 立时 , 有 大 9 
(Cz) 当 对 每 个 a 都 有 一 个 元 素 人 eS 使 得 对 所 有 a 和 有 都 有 
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p 派 壮 万 成 立时 , 存在 fe Su , 使 得 = Pyavf 对 于 每 一 个 a 成 立 . 


Vanuea © Pu russ 

5.8 命题 车 忆 是 一 个 完备 层 , 那么 a(8(P)) 标 准 同 构 于 已 

证 明 令 P={50,pyvy}. 定义 一 个 从 PP 到 a(B(P)) 的 预 层 同 态 如 下 . 对 MM 中 
的 每 个 开 集 U, 通过 把 Sr 的 元 素 f 映射 到 6(P) 在 U 上 的 截面 


(1) Pr ppvf 
来 实现 映射 
(2) Su = T(B(P),U). 


为 证 明 这 个 预 层 同 态 是 一 个 同 构 ,需要 证 明 同 态 (2) 中 的 每 一 个 映射 都 是 同 构 .内 
射 性 可 从 5.7(Ci) 得 出 , 因为 车 Sr 中 的 了 映射 成 0 截面 ,那么 存在 UU 的 一 个 覆盖 
{0。} 使 得 py_yf = Py(0). 因此 由 (C1),f = 0e Sy. 为 了 证 明 满 射 性 , 令 。 是 
B(P) 在 世上 的 一 个 截面 ， 那 么 对 于 每 一 个 邻 域 Up 和 元 素 fe Su 使 得 对 所 有 
qeU,, 


(3) oo f= c(9). 


从 式 (3) 和 5.7(C1) 可 知 ,对 于 U 中 的 每 个 p 和 9， 


(4) Pu,nvd, hp = Pu,nv aly 
因而 根据 5.7(C,), 存在 fe 55 使 得 
(5) p= pu,vf 


对 于 每 个 pe UV 成立. 从 (5), (3) 和 和 (1) 可知, 在 同 态 (2) 下 ， f 映 射 为 c. 

5.9 张 量 积 在 定义 层 和 预 层 的 张 量 积 之 前 ， 需 要 作 一 些 预备 性 的 陈述 . 天 
模 83 和 了 的 张 量 积 5@7T 的 定义 完全 类 似 于 特殊 情况 下 及 模 的 张 量 积 的 定义 2.1. 
若 f:5 一 5' 和 h:T 一 7' 都 是 KK 模 同 态 , 那么 它们 的 张 量 积 f@h 是 从 S$S@T 到 
38'@7 的 同 态 , 而 且 由 泛 映 射 性 质 2.2(a), 它 是 唯一 伴随 于 从 $5xT 到 5'@7T' 中 
的 双 线 性 映射 


(1) (st) = f(s) ® h(t) 


的 同 态 . 
注意 到 若 5 是 一 个 K 模 , 那么 就 有 一 个 标准 同 构 


(2) S@KS. 
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实际 上 , 令 f:5@K 一 5 是 由 5xK 一 5 的 双 线性 映射 (5,k) ks 决定 的 同 态 ， 
那么 f 显然 是 满 射 ， 而 且 也 是 单 射 , 因为 (s; @ 避 ) = (3 si) 81,， 因而 若 


Ub @ =0, 那么 Dks; =0， 而 这 蕴涵 着 > ， (si: Bh)=0. 

令 P= {Sv;pvv} 和 P'= {Sv;pyw} 是 M 上 的 预 层 , 那么 它们 的 张 量 积 是 预 
层 
(3) P®P'= {Su ® Sv;pvvy Bpuv}- 


如 果 {pv}:P 一 @ 和 {pv}:P' 一 8' 是 预 层 同 态 [5.5(2)], 那么 由 定义 它们 的 张 
量 积 {pv}@ {pv} 是 P8P' 到 8@8' 的 同 态 {py 8@ po}. 

如 果 8 入 是 M 上 的 层 , 那么 定义 它们 的 张 量 积 8@ .是 与 8 和 .的 截面 
的 预 层 的 张 量 积 相伴 的 层 ， 即 


(4) 8@7 = Pa(s) 8 a(F)). 


此 外 , 车 p:8 一 和 YY:8' 一 9' 是 层 同 态 ， 并 且 {py}:a(8) 一 a(F) 和 
Too} : a(8) 一 a(.F) 是 截面 的 预 层 上 的 相应 同 态 , 那么 定义 张 量 积 y @ 7 是 与 预 
层 同 态 


(5) {pv}® {wv}: a(8) Bal8) = a(F) BaF') 
相伴 的 同 态 S@ 8' 一 @F. 
读者 应 当 验 证 存在 一 个 标准 同 构 
(6) (87)n ES BN, 
因而 , 特别 当 .% 是 常 层 M xK 时 , 鉴于 (2) 就 有 标准 同 构 
(7) 8@% 8. 
而 且 , 如果” 和 7 是 如 上 的 层 同 态 , 那么 读者 就 应 当 验 证 


(8) (p @ Yses), = ls, Sg - 


有 人 也 许 要 问 : “为 什么 不 用 (6) 和 (8) 定 义 8@ . 和 wp@7T 而 是 要 到 预 层 再 返 
回 呢 ?” 的 确 ， 也 能 按 这 种 方法 进行 , 但 它 可 能 要 比 上 面 的 工作 多 出 好 几 倍 . 因为 
如 果 用 (6) 和 (8) 定 义 张 量 积 , 那么 还 必须 定义 8@ 多 上 的 拓扑 并 验证 性 质 5.1 中 (a) 
和 (c) 被 满足 ,而 且 还 必须 证 明 yp @7Y 是 连续 的 . 而 通过 到 预 层 再 返回 来 定义 
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8@. 和 和 wp@1y，, 证 明 8@ 实际 是 一 个 层 和 证 明 y@ 7 是 层 同 态 的 工作 已 经 在 
5.6 节 对 映射 a 和 6 的 分 析 中 作 过 了 . 

5.10 优 层 M 上 的 一 个 层 8, 如 果 对 M 的 由 开 集 组 成 的 每 一 个 局 部 有 限 覆 
盖 {0;}, 对 应 于 每 个 i 都 存在 一 个 自 同 态 4 使 得 : 

(a) supp(4) CUi, 

(b) Dh=id, 


则 称 8 是 一 个 优 层 . 在 这 里 , 用 supp(1,) (4 的 支 集 ) 来 表示 M 中 使 得 如 不 为 零 的 
点 集 的 闭 包 . 把 也 } 称 为 8 的 一 个 从 属于 M 的 覆盖 {0} 的 单位 分 解 . 

优 层 的 一 个 例子 是 M 上 C0” 函数 的 芽 层 多 "(M) . 如 果 {U;} 是 M 的 一 个 局 部 
有 限 的 开 覆 盖 , 令 {y;} 是 从 属于 这 个 覆盖 的 单位 分 解 (定理 1.11). 通过 对 
feC™”(M) 置 
(1) i(f) = (oilo) 上 


得 到 预 层 {C~(U);puy} 的 自 同 态 i. 2”(M) 的 伴随 层 自 同 态 4 形 成 一 个 从 属于 
M 的 覆盖 {U0} 的 单位 分 解 . 

令 8 和 ,多 是 M 上 的 层 ,而且 8 是 优 层 . 那么 8@ , 自身 也 是 一 个 优 层 . 实际 
上 ,如 果 刀 } 是 8 的 一 个 从 属于 M 的 覆盖 {0} 的 单位 分 解 , 那么 世 @id} 是 从 属 
于 8@ .多 的 一 个 单位 分 解 . 

5.11 一 个 层 同 态 p : 8 一 ,通过 构成 8 的 截面 连同 p 一 起 将 产生 一 个 整 
体 截 面 模 的 同 态 F(S) 一 有 (多 ). 由 短 正 合 序列 


(1) 0 一 8 一 5 一 2 一 0 
能 够 得 出 正 合 序列 
(2) 0 = T(8) = (8) = IT(8"). 


这 个 事实 留 作 习题 . 然而 , 同 态 (8) 一 (8”) 一 般 不 是 满 射 . 考虑 下 面 的 例子 : 

令 5,,p, 是 连通 流 形 M 上 的 “摩天 ” 层 , 它 的 茎 除了 在 相 异 点 py 和 p。 上 为 天 
之 外 , 在 其 余 各 点 上 均 为 零 K 模 (注意 到 5, ,, 上 的 拓扑 是 通过 要 求 5, ,是 一 个 层 
而 唯一 决定 的 ). 像 平常 一 样 令 .多 是 以 天 为 葵 的 常 层 . 从 .% 到 5,,,, 上 有 一 个 明显 
的 同 态 , 这 个 同 态 除 了 在 py 和 p, 点 的 茎 上 是 恒 等 映 射 之 外 , 在 . 卿 的 其 他 所 有 茎 
上 为 零 . 然而 , 伴随 映射 F(. 尹 ) 一 (5,,,,) 不 可 能 是 满 射 ， 因为 (和 %) 宇 K 而 
T(S,p)SE KOK. 

(1) 的 正 合 性 是 一 个 纯粹 局 部 的 性 质 , 但 是 (2) 的 正 合 性 却 是 一 个 整体 性 质 . 
将 会 看 到 某 些 层 上 同调 模 将 提供 正 合 序列 (2) 扩 张 ， 从 而 将 提供 对 于 扩张 的 一 种 测 
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度 , 用 以 说 明 扩 张 到 什么 程度 F(8) 一 (8”) 就 不 再 是 满 射 . 

5.12 定理 令 p:8 一 9 是 一 个 满 射 层 同 态 ， 同 态 核 为 .多 , 假设 多 是 一 个 
优 层 . 那么 同 态 F(S) 一 (了 ) 是 满 同 态 . 

证 明 令 t 是 了 的 一 个 整体 截面 . 必须 构造 8 的 一 个 截面 s 使 得 pos = +， 由 
2 和 t 的 连续 性 并 且 由 8 和 .多 的 性 质 5.1(aj, M 有 一 个 由 开 集 组 成 的 覆盖 {U;} , 而 
且 对 于 每 个 i 有 8 在 U; 上 的 一 个 截面 s; 使 得 


0) pos=th,. 


因为 M 是 仿 紧 的 ,于 是 可 以 假定 覆盖 {Ui} 是 局 部 有 限 的 . 差 式 


(2) 55 = 5 3) 
是 核 . 罗 在 Ui nv 上 的 一 个 截面 ,而且 在 Ui nv; nv 上 差 式 满足 
(3) 5 十 Sk 二 Sk - 


令 { 由 是 罗 的 一 个 从 属于 M 的 覆盖 {0;} 的 单位 分 解 . 考虑 .多 在 Un 上 的 截面 
4 osij、 因为 1 的 支 集 在 蕊 中, 所 以 能 够 通过 定义 截面 os, 在 U; -Uj 的 点 上 为 
零 而 把 它 扩张 成 . 尹 在 世上 的 一 个 连续 截面 . 令 


(4) = D5 085, 
i 
那么 s! 是 . 史 在 VU; 上 的 一 个 截面 , 而 且 由 (3) 和 (4) 得 出 在 UV; NU; 上 ， 
(5) sf—s) = Dl os —D os = Dhosy = sy. 
大 四 上 
因而 在 U; NU; 上， 
(6) Si—s{ = 8;— 5). 


由 此 可 知 , 车 对 于 m e UV'; 置 s(m) = (si 一 si)(m)，, 那么 s 是 8 的 一 个 完全 确定 的 整 
体 截面 并 且 使 得 pos =t. 

5.13 定义 ”对 于 一 个 K 模 来 说 , 如 果 没 有 非 零 元 素 z e 和 满足 存在 无 的 
非 零 元 使 得 kz = 0, 则 称 X 是 无 挠 的 . 一 个 KK 模 层 ， 当 每 个 茎 均 为 无 找 K 模 时 ， 
则 称 它 是 无 挠 的 . 

下 面 将 需要 下 列 关于 张 量 积 和 正 合 序列 的 基本 引 理 . 这 是 本 章 中 需要 但 不 予 
证 明 的 两 个 基本 代数 命题 之 一 ( 另 一 个 是 Kiinneth 公式 , 将 在 5.42 节 中 需要 它 ). 
它们 的 证 明 很 长 , 但 是 对 于 我 们 的 目的 来 说 并 不 是 特别 重要 的 , 而 且 可 能 会 冲淡 
本 章 的 主要 目标 . 感 兴趣 的 读者 可 以 在 文献 Spanier[28, 215 页 与 221 页 ] 中 找到 下 
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列 引 理 的 证 明 . 
5.14 引 理 令 
(1) 0—>A4—A—A"—0 
是 及 模 的 短 正 合 序列 , 令 B 是 一 个 KK 模 , 那么 诱导 序列 
(2) A'®B— A®B—A"®B—0 


[其 中 的 同 态 是 (1) 的 同 态 与 B 的 恒 等 同 态 的 张 量 积 ] 是 正 合 的 , 但 是 
4A'@B 一 A@B 未 必 是 内 射 . 然而 , 若 A" 或 B 是 无 找 的 , 那么 整个 序列 


(3) 0—2A48B— A8®B—A®B—0 


是 正 合 的 [应 当 指出 , (3) 是 本 章 中 第 一 次 用 到 环 kK 实际 是 一 个 主 理想 整 环 的 地 方 ]. 
5.15 定理 令 

(1) 0 一 8 一 5 一 8 一 0 

是 M 上 的 层 正 合 序列 , 令 了 也 是 M 上 的 一 个 层 . 那么 , 若 多 或 8 是 无 挠 的 , 则 

序列 


(2) 02088T 2 S88T 8 OT —0 
是 正 合 的 . 另外 , 如 果 .多 或 者 8' 是 优 层 ,那么 序列 

(3) 05T(88T) 2 TS87) 2 Ts 8 FT) — 0 
是 正 合 的 . 


证 明 序列 (2) 的 正 合 性 从 引 理 5.14 得 出 . 如 果 .多 或 者 8' 是 优 层 , 那么 根据 
5.10 节 ，8' @ .多 就 是 优 层 , 而 且 这 连同 上 面 的 式 (2)、 式 5.11(2) 和 定理 5.12， 即 可 
证 明 序 列 (3) 是 正 合 的 . 


2 上 链 复 形 
5.16 定义 上 链 复 形 C' 是 由 对 所 有 整数 定义 的 KK 模 和 同 态 组 成 的 序列 


(1) ‘200 0 00 一， 


而 且 使 得 在 序列 的 每 一 项 处 , 前 一 个 同 态 的 象 包 含 在 后 一 个 同 态 的 核 中 . 同 态 
C0" 一 C? 称 为 第 q 个 上 边缘 算 子 , 并且 把 它 记 为 ,或 者 当 指标 4 无 需 指 明 时 
简 记 为 4. d? 的 核 39(C”) 是 上 链 复 形 C 的 4 次 上 闭 链 模 ，d9-1 的 象 Be(C") 是 9 
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次 上 边缘 模 ,而 将 第 g 个 上 同调 模 HH?(C*) 定 义 为 商 模 
(2) H(C’*)= 2°(C°)/ B*(C’). 

令 C 和 D' 都 是 上 链 复 形 . 一 个 上 链 映 射 C0” 一 D' 由 一 族 同 态 C? 一 D? 构成 
并 且 使 得 对 于 每 个 g 下 列 图 表 交换 : 


CH 一 D+ 
(3) 1 1 
0 一 D?. 


从 图 表 (3) 可 知 , 一 个 上 链 映 射 把 C 的 g 次 上 闭 链 模 映射 到 六 的 g 次 上 闭 链 模 , 把 
C' 的 q 次 上 边缘 模 映射 到 DD 的 上 边缘 模 ， 从 而 诱导 出 上 同调 模 的 同 态 


(4) H'(C’)— H'(D'): 


两 个 上 链 映 射 C0 一 D" 和 D” 一 BE” 的 复合 C0" 一" 在 上 同调 模 上 诱导 同 态 
HI(C') 一 HABE), 这 是 HI?(C') 一 HY(D') 和 HY(C*) 一 HI(B') 的 复合 . 
如 果 对 于 每 个 %， 


(5) 0200—D— BE 0 
都 是 天 模 的 短 正 合 序列 ， 则 上 链 映射 序列 
(6) 0 一 C 一 太一 玖 一 0 


形成 一 个 短 正 合 序列 . 上 链 复 形 的 短 正 合 序列 0 一 C" 一 D* 一 B" 一 0 和 
0 一 5 一 D 一 一 0 之 间 的 同 态 由 上 链 上 映射 C' 一 0 ， 矿 一 万 和 
"一 互 组 成 而 且 使 得 下 列 交换 图 表 成 立 
O00 DE -0 
(7) ML 1 
050 -D7 -FB 0. 
5.17 命题 给 定 上 链 映射 的 短 正 合 序列 5.16(6), 那么 对 于 每 个 g 就 有 同 态 
(1) HI(E*)-2» H+(C’) 
使 得 序列 
9) HUE EHC)— HD ) HAE) HC 一， 
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是 正 合 的 ， 而 且 使 得 若 给 定 了 上 链 复 形 的 短 正 合 序列 的 同 态 5.16(7), 则 在 下 列 图 
表 交 换 : 
H'(B’)-2» Ht(C’) 
(3) 1 1 
到 ( 瑟 )-2. HotH(C ) 
证 明 为 了 定义 8, 考虑 交换 图 表 (4)， 其 中 为 了 方便 , 标记 了 一 些 特定 同 态 . 
令 o 是 柬 中 一 个 上 闭 链 . 


J 
1 4 | 
a 
人 | 


因为 a 是 满 射 , 所 以 有 一 个 元 素 5 e D? 使 得 al5) = o， 因 为 方块 是 交换 的 ， 又 
因 是 一 个 上 闭 链 ， 由 此 可 知 ，d(5) 映射 为 Bs+ 中 的 零 链 ， 因 此 由 水 平 序列 的 正 
合 性 ，d(6) 必然 在 8 的 象 中 . 因而 有 一 个 元 素 o Ee Cs 使 得 B(o') = d(5) . 从 方 
块 @ 的 交换 性 可 得 出 的 内 射 性 , 以 及 dod =0 和 o' 是 一 个 上 闭 链 . 现在 ，o' 不 
是 由 o 唯一 决定 的 , 因为 要 涉及 对 于 使 a(5) = c 的 5 e D? 的 选取 . 然而 , 通过 环 
绕 方块 @ 的 迅速 追踪 容易 看 出 ，o' 是 在 相差 一 个 上 边缘 的 意义 上 由 o 唯一 决定 的 . 
因而 有 一 个 完全 确定 的 映射 


(5) ZB) — HC’), 


容易 看 出 它 是 一 个 同 态 . 还 容易 看 出 B"(B”) 在 同 态 (5) 的 核 中 ,因此 同 态 (5) 产 生 


第 5 章 层 、 上 同调 、de Rham 定理 “171: 


一 个 在 商 模 Zr(E”)/ B*(B*) 上 定义 的 同 态 . 由 定义 , 这 就 是 所 要 求 的 同 态 (1). 

检验 (2) 的 正 合 性 必须 包括 验证 在 H?(C") 处 、H?(D') 处 和 HH'(E*) 处 的 正 合 
性 , 而 且 在 这 三 步 的 每 一 步 中 , 都 必须 验证 两 个 包含 关系 . 在 证 明 (2) 的 正 合 性 中 ， 
这 六 个 步骤 可 以 通过 环绕 图 表 (4) 的 简单 追踪 来 验证 . 细节 留 给 读者 . 


为 了 证 明 (3), 必须 沿 着 环绕 在 上 面 的 交换 格 上 的 一 些 元 素 进行 追踪 . 

从 上 闭 链 o€ Br 开始 , 并 把 它 提 升 回 5e D? ,而 把 5 映射 到 d(6) € D+ 
d(6) 是 元 素 o' e 0 的 象 ,再 把 a' 映 射 到 5' Ee 0 . 那么 克 是 CH 中 的 上 闭 链 而 
且 是 Her(C) 的 上 同调 类 的 一 个 代表 ， 而 在 复合 映射 
(BSHM(O') 王 HCO") 下 ，o 在 HI(C') 中 的 上 同调 类 被 映射 到 
HO”) 中 . 另 一 方面 , 可 以 首先 把 o 映射 到 5 e 百 "， 然后 提升 回 # e D”, 再 映 
射 到 d(#)e D"" ,继而 提升 回 F e G1 . 那么 5 是 0 中 的 一 个 上 闭 链 , 它 代 
表 HO') 中 的 一 个 上 同调 类 ,而 o 的 上 同调 类 在 复合 映射 
HB ) 一 HIF) 一 ;H+(CO*) 下 被 映射 到 Ht(O") 中. 为 证 明 (3)， 只 需 验证 
0 -5' 是 一 个 上 边缘 . 由 于 5 e D? 映射 成 元 素 e Dr, 并 且 D" 的 元 素 了 5 和 # 都 
映射 成 5e EE”, 因此 有 一 个 元 素 Ye 0 被 映射 成 (一). 容易 验证 dy = 一 5 ， 
这 就 完成 了 命题 5.17 的 证 明 . 

几经 尝试 之 后 读者 就 会 发 现 , 这 些 通 过 “图 表 追 踪 ” 所 进行 的 证 明 虽 然 元 长 ， 
但 却 完全 成 为 例 行 程序 . 今后 将 把 所 有 这 种 证 明 都 留 作 习题. 


3 公理 化 层 上 同调 


5.18 定义 关于 M 的 一 种 系数 在 M 上 的 天 模 层 中 的 层 上 同调 论 .多 由 下 列 
内 容 组 成 : 
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(1) 对 于 每 一 个 层 8 和 每 个 整数 g 有 一 个 KK 模 HH?(M,S). 
(I) 对 于 每 个 整数 g 和 每 个 层 同 态 8 一 8 有 一 个 模 同 态 
H'(M,8) 一 H’(M,8"). 
(IID 对 于 每 个 整数 g 和 每 个 短 正 合 序列 0 一 8' 一 8 一 8” 一 0 有 一 个 模 同 态 
H'(M,8") 一 H+!(M,8"). 
而 且 使 得 下 列 性 质 (a)~(f) 成 立 : 
(a) 对 于 g <0，H?(M,8) = 0， 而 且 有 一 个 同 构 互 "(M,S) 兰 F(8) 使 得 下 列 
图 表 对 于 每 个 同 态 8 一 8' 都 是 交换 的 : 
H°(M,S) 兰 T(GS) 
4 ! 
H°(M,8")  T'(8"). 


(b) 车 8 是 一 个 优 层 , 则 对 于 所 有 g>0，H’?(M,8) = 0. 

(c) 如 果 0 一 8' 一 8 一 8” 一 0 是 正 合 的 , 那么 下 列 序列 也 是 正 合 的 : 
“= H'(M,S) = H'(M,S) — H'(M,8") — HI(M,8) 一 … 

(d) 恒 等 同 态 id : 8 一 8 诱导 出 恒 等 同 态 id : H?(M,8) 一 H'(M,8). 

(e) 如 果 图 表 


8 一 2 


| 


gr 
交换 , 那么 对 于 每 个 g, 下 列 图 表 交 换 : 
H(M, 8) 


H(M, 8) 


H(M, 8"). 
(f) 对 于 层 的 每 个 短 正 合 序列 同 态 ， 
0 一 8 一 8 一 8 一 0 


! 1 1 
07'— 7 8 一 0 
下 列 图 表 交 换 : 
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H'(M, 8")——— H+!(M, 8) 
! ! 
H'(M,F")— > HH(M, 8). 
将 模 HH'(M, 8) 称 为 关于 上 同调 论 .多 的 、 系 数 在 层 8 中 的 、M 的 第 9 个 上 同调 模 . 
5.19 定义 层 的 正 合 序列 
(1) 0 一 .如 一 锅 一 咒 一 咒 一 … 
称 为 层 .名 的 一 个 分 解 . 如 果 每 一 个 层 多 都 是 优 层 (或 无 找 层 ) 那 么 分 解 式 (1) 就 称 
为 优 分 解 (相应 地 ， 无 挠 分 解放 
对 于 .名 的 每 个 分 解 (1) 和 每 一 个 层 8, 都 伴 之 以 上 链 复 形 
(2) “00T(%O)— TH0)— TG 88)— 
并 把 (2) 记 为 T(Z”@8). 对 于 g>0, gq 维 上 链 模 是 (名 @ 8), 而 对 于 g<0, g 维 上 链 
模 是 零 模 . 仔细 注意 , 这 个 上 链 复 形 不 包含 模 工 (. 肥 @ 8)， 序列 (2) 中 的 同 态 是 由 同 
态 贸 88 一色/1 8 诱导 的 , 而 同 态 到 88 一 办 /1 @8 是 (1) 中 的 同 态 与 id:8 一 8 
的 张 量 积 . 序列 (1) 的 正 合 性 蕴涵 着 在 
(3) 0 一 05 一 05 一 一 
中 , 每 个 同 态 的 象 包含 在 下 一 个 同 态 的 核 中 ,而 这 又 蕴涵 着 (2) 的 确 是 一 个 上 链 复 形 . 
当 同 态 8 一 8' 与 层 锅 的 恒 等 同 态 作 张 量 积 时 就 得 出 同 态 儿 @S8 一色 @8'. 
这 些 同 态 又 诱导 出 同 态 T( 色 @8) 一 (到 3), 它们 与 相应 上 链 复 形 的 上 边缘 同 
态 交 换 并 由 此 决定 一 个 上 链 映射 


(4) IT(Z’ ®8)— TF’ @8). 
5.20 ”上 同调 论 的 存在 性 下 面 将 证 明 常 层 .多 =M x K 的 每 个 无 找 优 分 解 
(01) 0 一 多 一 锅 一 锅 一 器 一 … 


规范 地 决定 M 的 一 种 系数 在 M 上 的 KK 模 层 中 的 上 同调 论 . 这 种 分 解 的 存在 性 将 
在 后 面 讨论 经 典 同调 论 的 各 节 中 予以 充分 说 明 . 尤其 是 可 见 5.26(7) 和 (11). 因此 
可 以 假定 已 经 给 出 了 一 个 无 找 优 分 解 (1), 那么 可 以 得 出 一 种 上 同调 论 如 下 : 
(1) 对 于 一 个 层 8 和 每 一 个 整数 , 伴 之 以 上 链 复 形 厂 (Z” @ 8) 的 第 g 个 上 同调 
模 , 即 置 
Ho(M,S) = H'(T(Z" ® 8§)). 


+ fine resolution 一 词 在 《新 英汉 数学 词汇 ) 中 译 为 “ 细 分 解 ”, 但 那 是 从 拓扑 意义 上 按照 拓扑 的 粗细 来 说 的 ; 
在 这 里 是 指 分 解 序列 (1) 中 的 层 为 优 层 , 故我 们 认为 译作 “ 优 ( 层 ) 分 解 ”为 宜 . 一 一 译 者 
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(ID) 对 于 每 个 同 态 8 一 8 和 每 个 整数 , 伴 之 以 同 态 H’(M,8) 一 五"(M,S) ， 
根据 5.16(4), 这 个 同 态 是 由 5.19(4) 的 上 链 映 射 T(Z” @ 8) 一 FT(G” @ 3) 诱导 的 . 
(ID) 鉴于 定理 5.15 和 多 是 无 挠 优 层 的 事实 , 每 个 层 的 短 正 合 序列 
0 一 8 一 5 一 8 一 0 
诱导 上 链 映射 的 短 正 合 序列 
0 一 Te@s) 一 Fe@s 一 TB 88") — 0, 


根据 5.17(1)， 有 一 个 伴随 于 该 序列 的 同 态 Hi(T(Z” @8")) 一 BT(G @81))， 
由 定义 , 这 就 是 伴随 于 短 正 合 序列 0 一 8’ 一 8 8” 一 0 和 整数 g 的 同 态 
H’(M,8") 一 H+!(M,8"). 

上 同调 论 的 公理 5.18(d) 被 满足 立即 成 为 一 个 明显 的 事实 . 紧 接 在 5.16(4) 后 
面 的 评注 蕴涵 着 公理 (e) 被 满足 . 公理 (c) 和 (有 ) 是 命题 5.17 的 推论 . 

令 名 是 名 一 名 1 的 核 . 那么 从 (1) 的 正 合 性 可 知 
(2) 0 名 ,一 甸 一 名 


4+1 一 
是 正 合 的 ， 又 因为 ,是 无 挠 层 所 的 一 个 子 层 , 那么 名 ,也 是 无 找 的 . 从 定理 5.15 
可 知 ,对 于 任何 层 8, 序列 
(3) 052,88— 08 Cn —0 
是 正 合 的 ; 并 且 从 (3) 和 5.11(2), 得 到 正 合 序列 
(4) 0— 7(2,88)— T(8, 38)» T(E0n 88). 
特别 地 ，T(e @ 8) 一 ( 包 @ 5) 是 一 个 内 射 , 因此 由 于 同 态 


(5) T(% 88) =— T(Gn ®S) 
是 复合 同 态 
(6) T(% 88) 2 T(8,n 25) — (Gn 3), 


所 以 从 (4) 可 知 , (5) 的 核 就 是 (多 @ 8) 的 子 模 F( 2 @ 8) . 因而 对 于 gq > 0， 
(7) H'(M,S)= H'(T(Z” ® 8)) = Te 8)/In(T(G. ® 8)). 


于 是 若 8 恰好 是 一 个 优 层 , 那么 根据 定理 5.15, 整个 序列 
(8) 05T(® 188)— TH188) 2 T(E, 88)—0 
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是 正 合 的 ; 而 且 (8) 连 同 (7) 就 蕴涵 着 对 于 g>0， 
H'(M,$)=0. 
因而 公理 (b) 满 足 . 
最 后 , 显然 对 于 g<0，H?(M,8) = 0 ,而 且 对 9 = 0 同 构 
(9) 和 % 一 名 oC 罚 
对 于 任意 一 个 层 8 都 诱导 一 个 同 构 


(10) S888, 88, 
从 而 诱导 一 个 同 构 
T(8) -ST(20 ® 5) = HM,S), 

显然 它 对 于 每 个 同 态 8 一 8' 都 满足 

T(S) 兰 H°(M,S) 

业 ! 

T(8) = H'(M,8'). 

因而 公理 (a) 满 足 . 
5.21 定义 令 .多 和 : 狗 是 M 的 两 种 系数 在 M 上 的 K 模 层 中 的 层 上 同调 论 . 

上 同调 论 .% 到 上 同调 论 铝 的 同 态 是 指 对 于 每 个 层 8 和 每 个 整数 g 都 有 一 个 同 态 


(1) H'(M,8) — H'(M,§) 
并 且 使 得 下 列 条 件 成 立 : 
(a) 对 于 g=0, 图 表 
H°(M,S) 兰 T(8) 
1 1 
FH"(M,s) < TGS) 
交换 . 
(b) 对 于 每 个 同 态 8 一 .和 每 个 整数 g, 图表 


H'(M,S) 一 H'(M,F) 
! ! 
H'(M,8S) — H’'(M,I) 
交换 . 
(c) 对 于 层 的 每 个 短 正 合 序列 
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0 一 一 8 一 和 一 0， 
对 每 个 整数 " 下 列 图 表 交 换 : 


H' (MT) HN(M, .RB) 
! 1 
H'(M,F) BH" (M,.R). 


同 构 .% 一 .入 是 指 这 样 一 个 同 态 , 其 中 每 个 同 态 "(M8) 一 站 "(M8) 都 是 
同 构 . .多 到 其 自身 的 恒 等 同 态 是 这 样 一 个 同 态 .多 一 .%, 它 对 于 每 个 层 8 和 每 个 
整数 9 指派 同 态 瓦 "(M,S) 一 H'(M,8). 

下 面 要 证 明 在 M 上 的 任何 两 个 层 上 同调 论 之 间 有 唯一 的 一 个 同 态 . 可 是 , 首 
先 需 要 引进 一 个 层 8 的 不 连续 截面 的 芽 层 的 概念 . 

5.22 8 的 不 连续 截面 的 芽 层 令 8 是 M 上 的 一 个 层 . 用 8 在 开 集 UCM 上 
的 不 连续 截面 这 一 术语 来 指 任何 连续 或 不 连续 映射 f:U 一 8 使 得 rof =id. 对 
每 个 开 集 UC M 指派 8 在 VU 上 的 所 有 不 连续 截面 组 成 的 模 则 得 到 一 个 预 层 , 它 的 
伴随 层 8v 被 称 为 8 的 不 连续 截面 的 芽 层 . 

我 们 所 需要 的 8 的 重要 性 质 为 8 总 是 一 个 优 层 . 为 使 {0;} 是 M 的 一 个 局 部 

有 限 的 开 覆 盖 . 可 选取 一 个 加 细 {W} 使 得 对 每 个 这 CU (第 1 章 习 题 13 至 于 在 
一 般 仿 紧 Hausdorff 空间 上 的 这 样 一 个 加 细 ， 见 文献 [13] 的 第 5 章 , 问题 V(a)). 
使 W 的 每 一 点 都 伴随 一 个 包含 该 点 的 集合 V， 然后 再 对 每 个 i 定义 M 上 的 一 个 
函数 pi; 使 之 在 所 有 与 Vi 相伴 的 点 上 取 值 为 1, 而 在 别处 取 值 为 0. 由 此 可 得 
supppi; C Vi 上 且 》 ,yp 三 1. 通过 对 8 在 一 个 开 集 U C M 上 的 每 个 不 连续 截面 s 和 
每 个 meU 定 义 
(1) li(s)(m) = pi(m)s(m) 
而 使 8 的 不 连续 截面 的 预 层 的 一 个 自 同 态 站 与 内 相伴 . 预 层 的 自 同 态 i; 诱 导 8 的 
不 连续 截面 的 芽 层 ,的 自 同 态 ii. 由 此 立即 得 知 亿 } 构 成 8v 的 一 个 从 属于 M 的 局 
部 有 限 覆 盖 {U1;} 的 单位 分 解 . 因而 正如 所 断言 的 那样 , 8 是 一 个 优 层 . 

从 8 到 8。 有 一 个 自然 内 射 , 即 茎 8 的 每 一 个 元 素 是 在 m 的 某 个 邻 域 上 定义 


的 8 的 一 个 (连续 ) 截 面 s 在 m 点 的 值 , 而 且 把 s(m) 映 射 到 So 中 s 在 普 点 的 芽 . 如 
果 令 5 表示 商 层 $ /8, 那么 就 对 每 个 层 8 构造 了 一 个 短 正 合 序列 


(2) 0 一 8 一 5 一 5 一 0， 
其 中 , 中间 的 一 个 层 是 优 层 . 
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5.23 定理 令 .% 和 . 祝 都 是 MM 的 、 系 数 在 M 上 的 天 模 层 中 的 上 同调 论 , 那 
么 存在 唯一 的 一 个 从 .% 到 . 哆 的 同 态 . 

证 明 ” 先 证 唯一 性 . 假设 有 .多 到 欧 的 同 态 , 并 且 令 层 8 是 给 定 的 . 那么 从 适 
用 于 正 合 序 列 5.22(2) 的 公理 5.18 和 5.21, 并 且 回 想到 5.22(2) 中 的 8 是 优 展 ， 即 
可 得 出 下 列 交换 图 表 : 


T(®)— T(8) — HI(M,S)— 0 
(GD kk ! 


T(80) — T(8) = FH (M,8) — 0; 
并 且 对 于 每 个 g>2， 有 交换 图 表 


0 一 HM,S) — H’'(M,S) 一 0 
(2) 1 1 
0—> FH" (M,S) — HF'(M,8) — 0. 


注意 到 , 无 论 在 (1) 中 还 是 在 (2) 中 所 有 行 序列 都 是 正 合 的 . 现在 同 态 5.21(1) 
的 唯一 性 , 对 于 g = 0, 可 从 5.21(a) 得 出 ; 对 于 g = 1, 可 从 式 (1) 得 出 ; 而 对 于 q>1， 
可 从 式 (2) 归 纳 地 得 出 . 

下 面 证 明 从 上 同调 论 .yp 到 上 同调 论 多 的 同 态 的 存在 性 . 用 5.21(a) 来 定义 
9=0 的 同 态 , 并 且 由 此 立即 得 知 对 于 g = 0 的 情况 5.21(b) 满 足 . 对 于 g = 1 用 (1) 
定义 同 态 (5.21)(1). 对 于 g>1, 用 (2) 进 行 归纳 定义 . 为 了 证 明 这 确实 定义 一 个 从 
% 到 的 同 态 , 剩 下 要 证 明 的 是 5.21(b) 对 g>0 成 立 和 5.21(c) 对 所 有 9 成立. 

对 于 9 = 1, 5.21(b) 可 以 从 下 列 由 (1) 的 两 个 拷贝 而 构造 出 的 格 来 得 出 : 


at es 
(3) 站 l i 
-一 a ~ 


在 这 个 格 中 , 右 侧面 的 交换 性 是 由 事先 假定 的 其 他 所 有 面 的 交换 性 所 导致 
的 ,而 对 于 g>1, 5.21(b) 可 从 由 (2) 构 造 的 类 似 的 格 归 纳 地 得 出 . 
至 于 5.21(c), 假设 短 正 合 序列 
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(4) 0 一 男 一 5 一 光一 0 
是 给 定 的 . 令 .多 和 8& 分 别 是 . 史 和 8 的 不 连续 截面 的 芽 层 . 复合 映射 罗 一 8 一 8 
是 从 .多 到 So 中 的 内 射 , 令 多 是 商 层 5 /多 . 像 在 5.22 节 那 样 , 令 哆 = .多 / 兄 . 


那么 就 有 唯一 确定 的 同 态 了 一 图 移 一 8 使 得 下 列 图 表 交 换 ， 其 中 各 行 序列 
都 是 正 合 的 : 


0 一 兄 一 5 一 光一 0 


1 灶 未 
(5) 020RB— 5 9 0 
ht 1 


0 一 罗 一 及 一 需 一 0. 


从 适用 于 (5) 的 上 同调 公理 5.18 可 得 交换 图 表 


“oT(8) oT(F) = HIM,R) — 


el J 
(6) “>T(50) = TF) — HI(M,R) — 0 
1 1 hh 
全 一 了 ( 鸭 ) 一 了 家 ) 一 下 (0M 罗 一 0 
和 (对 9>1) 
HAMS 一 HM,T)— HM,.R) 一 … 
1 
(7) 0 一 HM,Z)—E HM,.B)— 0 
人 hs 


0 一 H’'(M,%)—E H+(M,) 一 0. 
从 图 表 (6) 可 知 , 同 态 五 "(M, 天) 一 BTI(M, .多 ) 为 复合 同 态 
(8) HMTIETT) = TG) nT)ET(R)/InT(R)EH(M,R), 


而 且 从 图 表 (7) 可 知 , 对 于 g>1, 同 态 H'(M,) 一 H'+!1(M,%) 是 复合 同 态 . 
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(9) H'(MF)— HI(M,G)EH' (M,NR)EH'"(M,R). 
从 式 (8) 和 上 同调 理论 多 的 相应 序列 得 到 图 表 


HAM,T)ETT) = T(E) nT)ET(R)/ ImT(B) EH (M,N) 
(10) l kh ke kh 由 


FM,F)ETT) = TGF) Im TS)ET(N)/ InT(B)EH(M,D), 


其 中 , 由 同 态 (MF) 一 囊 (M,F) 和 了 瑟 (M, 罗 ) 一 了 (M,%) 的 定义 ,第 一 个 
方块 和 最 后 一 个 方块 是 交换 的 ,而 中 间 两 个 方块 可 交换 是 平凡 的 . 因而 对 于 %=0， 
5.21(c) 得 证 . 从 式 (9) 和 上 同调 理论 多 中 的 相应 序列 能 够 得 到 图 表 


再 8(M, 六 ) 一 HI(M,G)+E HM,R)—E H+!(M,R) 
(11) 上 上 1 1 
H'(M,F) = "(MG) EH’ (M,NB) EH (MR), 


其 中 , 由 同 态 ?1(M, 多 ) 一 让 (M, 罗 ) 的 定义 ,最 后 一 个 方块 是 交换 的 ; 再 由 
5.21(b), 前 两 个 方块 都 是 交换 的 . 因而 对 于 g>1, 5.21(c) 成 立 . 于 是 定理 5.23 的 证 
明 全 部 完成 . 

系 ”从 上 同调 论 .多 到 上 同调 论 多 的 同 态 必 定 是 一 个 同 构 . 反之 ，M 的 任何 
两 个 系数 在 M 上 的 无 模 层 中 的 上 同调 论 是 唯一 同 构 的 . 

证 明 假设 已 给 同 态 .多 一 镶 . 由 定理 5.23, 必定 存在 一 个 同 态 落 一 %. 
由 唯一 性 , 复合 映射 .多 一 多 一 .和 必然 是 .上 的 恒 等 同 态 . 类 似 地 , 复合 映射 
久 一 % 一 镶 一 定 是 儿 上 的 恒 等 同 态 . 由 此 可 知 , 同 态 多 一 落 和 
金 一 . 允 都 是 同 构 . 

5.24 假设 


0 二 第 一 饭 一 贸 一 多 一 … 


(1) kl ll1 


0 第 一 0 


是 一 个 交换 图 表 , 其 中 两 个 行 序列 都 是 常 层 . 的 无 挠 优 分 解 . 在 5.2 节 已 经 看 到 
这 些 分 解 中 的 每 一 个 都 决定 一 个 上 同调 论 . 用 .% 表示 从 上 一 行 的 分 解 得 到 的 上 
同调 论 , 用 多 表示 从 下 一 行 的 分 解 得 出 的 上 同调 论 . 可 以 断定 这 两 个 无 挠 优 分 
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解 之 间 的 “ 同 态 ”(1) 规 范 地 诱导 一 个 同 态 , 因此 由 定理 5.23 的 系 , 诱导 一 个 同 构 
多 一 区 . 对 于 每 个 层 $，(1) 诱 导 一 个 上 链 映 射 T(Z" @ 8) 一 (多 @ 8) ,对 于 每 
个 整数 g， 从 这 个 映射 得 出 一 个 同 态 有 H?(M,8) -， 育 "(M,8) . 容易 证 实 对 于 上 同调 
论 的 同 态 , 公理 5.21(a)~(c) 都 满足 . 把 它 留 给 读者 作为 习题 . 用 以 得 出 上 同调 论 
的 同 态 的 这 种 方法 , 在 5.36 节 将 被 用 来 得 到 一 个 微分 流 形 M 的 de Rham 上 同调 
论 和 可 微 奇异 同调 论 之 间 的 一 个 显 式 同 构 . 

5.25 定理 假设 .多 是 M 的 一 个 系数 在 M 上 的 及 模 层 中 的 上 同调 论 . 令 


(1) (A 
是 层 8 的 一 个 优 分 解 ,那么 对 所 有 4 都 有 标准 同 构 
(2) 再 "(M,S) 兰 下 (FT(G )). 


证 明 从 序列 (1) 的 正 合 性 可 知 0 一 FS) 一 T( 饮 ) 一 ( 甸 ) 是 正 合 的 ， 由 此 得 
于 (48) 兰 FS) 关 到 (FT(G). 对 于 g>1, 令 .是 如 一 多: 的 核 . 那么 (1) 的 正 
合 性 蕴涵 着 对 于 g>1， 
(3) 0 一 为 一 罚 一 鸭 H 一 0 
是 正 合 的 . 并 且 列 涵 着 
(4) 0 一 8 一 饥 一 敌 一 0 
是 正 合 的 . 从 对 于 (4) 的 长 正 合 上 同调 序列 各 是 个 优 层 可 知 , 对 于 g>1 有 


(5) H'(M,§) ¥ H"!(M,.%) 
和 
(6) HI(M,S) s T(%)/ Im(%) S FTE')). 


经 过 反复 应 用 与 (3) 相 伴 的 长 正 合 序列 以 及 层 多 都 是 优 层 的 事实 ,得 到 对 于 g>1， 
H'(M,S)E HM,.K) SE HM, Ys) SE-: 


(7) 
SH(M,%) SE TR)/ Im T(E) Ss HTE)). 


这 就 完成 了 对 除了 乘积 结构 以 外 的 公理 化 层 上 同调 论 的 展开 论述 , 而 对 于 乘积 结 
构 将 在 5.42 节 予 以 讨论 . 下 面 将 考虑 一 个 微分 流 形 M 的 四 种 上 同调 理论 ,它们 分 
别 是 Alexander-Spanier 上 同调 论 、de Rham 上 同调 论 、 奇 异 上 同调 论 和 Cech 上 
同调 论 . 鉴于 定理 5.23 的 系 , 这 些 理论 是 唯一 同 构 的 . 还 将 定义 这 些 理论 的 经 典 
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形式 , 而 且 证 明 它们 与 系数 在 常 层 中 的 层 上 同调 是 标准 同 构 的 . 


4 经 典 上 同调 论 
1) Alexander-Spanier 上 同调 
5.26 ”对 于 Alexander-Spanier( 亚 历 山大 -斯 潘 尼 尔 ) 上 同调 论 而 言 ，M 只 需 是 
一 个 仿 紧 的 Hausdorff 空间 . 令 U C M 是 开 的 , 并 且 像 平常 一 样 令 KK 是 一 个 固定 
的 主 理想 整 环 . 用 U?* 表示 U 与 其 自身 的 (p 十 ]) 重 笛 卡 儿 积 , 令 A?(U,K) 表示 
函数 UP+ 一 在 点 态 加 法 之 下 的 K 模 . 对 于 每 个 p>0,， 通 过 对 每 个 
fe 4A(DK) 和 (mo ,mpti)eUz 置 


p+l 

(1 df(mow mp) = 2 (—D) fmor ,hase ,mpn) 
fm0 

来 定义 一 个 同 态 

(2) di 人 (OF 一 4 (ED)， 


其 中 , 一 元 素 上 面 的 符号 “^” 表 示 该 元 素 被 删 去 . 验证 do d=0 只 是 一 个 简单 的 
练习 ， 因 而 对 于 每 个 UC M ， 有 一 个 上 链 复 形 


(3) 人 0 下 4 AD Es A2(U, K) -a 


将 它 记 作 4*(U,K), 并 且 其 中 的 9 维 上 链 模 对 于 g<0 全 都 被 假定 为 零 模 . 如 果 
YcD, 则 VYz+ CUVz3， 而 且 有 一 个 相应 的 限制 同 态 


(4) pvv :Ar(U,K)— A?(V,K). 
集 族 
(5) {A?(U, K);puwv} 


构成 M 上 的 一 个 及 模 预 层 , 称 为 Alexander-Spanier p 上 链 的 预 层 . 注意 到 ， 这些 
预 层 满足 5.7(C。), 但 是 对 于 p>1, 不 满足 5.7(C). 

把 Alexander-Spanier p 上 链 的 伴随 芽 层 记 为 .AP(M, 天 ) ， 对 于 每 一 个 p>0， 
同 态 d 给 出 预 层 同 态 {4?(U,K);pyy} 一 {4?(U,K);puwy}, 而 且 诱 导 层 同 态 (用 
同一 符号 d 记 之 ): 


(6) di: BI (MK) = A (M,K) (p20). 


这 些 同 态 连同 常 层 的 自然 内 射 .Y 一 .3B(M,K) ( 它 把 ke .a 映射 到 常 函 数 上 在 
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mm 点 的 芽 ) 一 起 给 出 一 个 序列 


7 0 Bo BM KR) BM KB (MK) Ls... 
) 


可 以 断定 (7) 是 常 层 .%%Y% 的 无 找 优 分 解 ..%?(M,K) 的 元 素 是 天 值 函数 的 等 价 类 ， 而 
K 是 一 个 整 环 , 因此 .%?(M,K) 是 无 挠 的 . 为 证 明 .名 z(M, 天 ) 是 一 个 优 层 , 令 {U,} 
是 M 的 一 个 局 部 有 限 的 开 覆 盖 , 而且 ( 像 在 5.22 节 那样 ) 取 一 个 从 属于 莉 盖 {0;} 的 
单位 分 解 {yp;} ,其 中 各 函数 y; 仅 取 值 0 或 1, 对 于 每 个 i, 通 过 置 


(8) Ui(f) mos my) = pi(mo)f (mo mp) 


来 定义 4A?(U,K) 的 一 个 自 同 态 ii. 自 同 态 志 与 限制 映射 交换 ,因而 决定 
{4?(U,K);puvy} 的 预 层 自 同 态 . 令 4 : AM,K) 一 4?(M,K) 是 伴随 于 ii 的 层 自 
同 态 . 那么 容易 得 出 suppl; CU; 并 且 》)4 三 1. 因而 层 .%?(M,K) 是 优 层 . 直接 
从 预 层 水 平 上 的 正 合 性 可 以 得 出 (7) 的 正 合 性 ， 即 如 果 U C M 是 开 的 , 那么 序列 


(9) 0 K = A (UR) AU,K) A (UV, K) 


是 正 合 的 . 这 里 是 通过 把 ke K 映射 成 在 UV 上 取 常 值 上 的 函数 而 将 K 内 射 到 
AW(U,K) 中 . 序列 (9) 的 正 合 性 , 在 K 处 和 在 4%(U,K) 处 是 明显 的 ; 而 在 别处 的 正 
合 性 可 从 下 列 事实 得 出 : dod= 0 并 且 若 fe A?(U,K) (p>1) 且 df =0, 那么 
f= dg， 其 中 ， ge A?“"(U,KK) 是 通过 对 某 个 任意 的 但 是 固定 的 me U ,而 由 


(10) gmno ,mp1) = fm mo mp1) 


定义 的 . 因而 (7) 是 .多 的 一 个 无 找 优 分 解 . 
常 层 .多 的 无 乒 优 分 解 (7) 的 显 式 表示 可 以 完成 5.20 节 关 于 M 的 带 KK 模 层 系 
数 的 上 同调 论 存在 性 的 证 明 . 因而 | 像 在 5.20(D) 中 那样 ] 通 过 置 


(11) HI(M,S)=H’(T(A°(M,K)®S)), 


则 得 到 一 种 上 同调 论 ， 而 且 根 棍 定理 5.23 的 系 , M 的 任何 其 他 带 天 模 层 系数 的 层 
上 同调 论 都 是 与 这 里 得 到 的 上 同调 论 唯一 同 构 的 . 

下 面 来 定义 M 的 系数 在 开 模 G 中 的 Alexander-Spanier 经 典 上 同调 模 , 并 且 
证 明 它 们 标准 同 构 于 系数 在 常 层 罗 =MxG 中 的 上 同调 模 H'(M, 多 ). 令 
A?(U,G) 表示 函数 DTP+ 一 G 的 K 模 , 并 且 类 似 地 在 结构 (D)-(7) 中 以 G 代替 K， 
以 代替 .从 令 
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(12) 镶 (M,G)= {fe€ 47(M,G): pm (f) = 0 对 所 有 me M 成 立 }. 


回想 到 pw,w 是 这 样 一 个 同 态 , 它 把 4?(M,G) 的 每 个 元 素 映射 到 该 元 素 在 伴随 层 
6?(M,G) 在 m 点 的 茎 中 的 等 价 类 ， 妨 (M,G) 是 4?(M,G) 的 这 样 一 个 子 模 , 使 得 
扩张 到 这 个 子 模 ，4 避 (M,G) 的 测度 不 为 零 , 并且 扩张 到 这 个 子 模 ， 预 层 
{4A7(M,G);puw } 不 再 满足 5.7 (C1). 同 态 (I) 限 制 到 必 (M,G) 上 , 则 其 值 域 在 
有 (GOM,G) 中 , 并 因此 导致 商 模 同 态 . 
(13) Ar(M,G)/ A (M,G) = Ar NM,G)/ AMG). 
对 于 p>0， 由 (13) 给 出 的 模 和 同 态 的 序列 构成 一 个 上 链 复 形 ， 记 为 
全 (MG)/ 用 (M,G)， 而 且 其 中 对 4 < 0，4 维 上 链 模 像 往常 那样 假定 为 零 . M 的 、 
系数 在 于 模 G 中 的 、 经 典 的 Alexander-Spanier 上 同调 模 通 过 定义 
(14) HY_s(M;G)= H° (4° (M,G)/ WO0G)) 
给 出 . 

因为 当 以 G 代替 K 和 以 多 代替 .多 时 , 序列 (7) 是 多 的 优 分 解 ， 所 以 从 定理 
5.25 可 知 存在 标准 同 构 
(15) H'(M,Z)EH' (T(A(M,G))). 
至 于 存在 标准 同 构 
(16) HA_s(M;G) EH'(M,Z), 
可 从 (14), (15) 以 及 自然 上 链 映 射 
(17) A (M,G)/ B(M,G) = TA (M,G)) 
是 一 个 同 构 的 事实 得 出 . 而 这 又 是 下 列 命 题 的 一 个 直接 推论 . 

5.27 命题 邻 {5;pvw } 是 M 上 满足 5.7(C,) 的 一 个 预 层 , 令 8 是 伴随 层 . 
像 在 5.26(12) 中 那样 令 


(1) (Su)o = {s ES : pmx(s) 二 0 对 所 有 mE M 成 立 }， 
那么 序列 

(2) 0 一 (Su 加 一 Sx 一 TS) 一 0 
是 正 合 的 . 


证 明 由 于 + 是 把 se Sw 映射 成 8 的 整体 截面 m pr (s) 的 同 态 ， 所 以 序 
列 (2) 在 Sw 处 的 正 合 性 是 (Sw), 的 定义 的 结果 . 因而 只 需 证 明 了 是 满 射 . 令 
te T(8), 那么 有 M 的 一 个 局 部 有 限 的 开 覆 盖 {U}, 而 且 有 元 素 s。e Suw。 使 得 
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(3) 1so) = to, - 


令 {V4} 是 一 个 使 得 读 < UV 的 加 细 . 令 ,是 那些 使 得 me Va 的 所 有 指标 a 的 
(有 限 ) 集 . 选取 m 的 一 个 邻 域 W, 使 得 


(a) 车 Bq 则 WnVe= 儿 ， 
(b) Wn © fN Ue, 
ael, 
(©) 车 a € In, 则 pw, (80) = pw, v,, (sar): 
令 sm € Sw, 是 (c) 中 元 素 的 共同 的 象 那 么 对 于 M 中 的 所 有 m 入 n， 


(4) Pw NW Wa, (sm) = PW NW, Ww (sn) . 

因为 令 pe Ws NnW, ,那么 从 (a) 可 知 IC Jn， 因而 令 ae 1 ,那么 根据 (c)， 
(5) Sm = Pw (Sa), sn = pw (so), 

所 以 ， 

(6) Pw ,NW Ww (Sm) = Pw NW (Sa) = pn (sn) 

这 证 明 (4) 成 立 . 从 (4) 和 性 质 5.7(C?) 可 知 有 一 个 元 素 s e Sw 使 得 

(7) Pw M (5) = sm 

于 是 从 (7),(5) 和 (3) 得 出 y(s) = 

2) de Rham 上 同调 


5.28 本 节 把 主 理想 整 环 乒 取 为 实数 域 及 . 令 UC M 为 开 集 、 UV 上 的 p 次 微 
分 形式 构成 一 个 实 向 量 空间 , 将 它 记 为 B?(U). 这些 实 向 量 空间 与 通常 限制 同 态 
Ar y 一 起 构成 一 个 预 层 . 


(1) {E?(U);pv, vy}, 
它 同时 满足 5.7(C1) 和 (C,)， 从 而 是 完备 的 . 从 外 导数 算 子 d 得 到 预 层 同 态 
(2) {E?(U);puy}— {Er (U);pyy} (p20). 


把 ?次 微分 形式 的 伴随 芽 层 记 为 史 ? (M), 并 且 对 于 由 (2) 诱 导 的 层 同 态 , 仍 保留 符 
号 d. 通过 把 a € . 匈 , 映射 到 取 常 值 a 的 函数 在 m 点 的 芽 , 常 层 .2 二 M x 及 能 被 自 
然 地 内 射 到 Z?(M) 中. 从 而 有 一 个 序列 


(3) 0 一 Bo BE(M LEM) EM) -1 
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可 以 断定 (3) 是 常 层 . 罗 的 一 个 无 挠 优 分 解 . 可 以 构造 出 层 罗 2?(M) 的 单位 分 解 , 恰 
似 在 5.10 节 构 造 罗 "(M) = BZ"(M) 的 单位 分 解 那样 . 因而 各 个 层 Z?(M) 都 是 优 层 . 
它们 肯定 是 无 挠 的 ,因为 它们 都 是 实 向 量 空间 层 . 序列 (3) 在 . 史 处 和 在 区 "(M) 处 
显然 是 正 合 的 . 因为 外 导数 算 子 满足 dod =0, 所 以 对 (3) 中 层 同 态 有 同样 的 结果 
成 立 , 因此 每 个 同 态 的 象 包含 在 下 一 个 同 态 的 核 中 , 实际 上 这 个 序列 是 正 合 的 ， 
且 因 此 是 一 个 分 解 , 这 是 Poincaré 引 理 4.18 的 系 的 一 个 推论 . 稍 后 将 返回 分 解 (3)， 
首先 对 Poincaré 引 理 的 构造 作 些 说 明 . 

5.29 评注 Poincare 引 理 4. 18 中 的 算 子 族 愉 在 上 链 复 形 的 上 同调 论 中 是 一 
个 非常 有 用 的 工具 , 称 为 同 伦 算 子 . 后 面 将 会 有 更 多 的 机 会 使 用 这 种 算 子 , 它们 
一 般 会 在 下 列 情况 出 现 . 假设 有 上 链 复 形 C 和 D' 之 间 的 两 个 上 链 映射 , 分 别称 为 
J 和 9 并 且 假 设 我 们 要 证 明 f 和 9 诱导 上 同调 模 的 相同 的 同 态 . 如 果 能 够 求 出 f 和 
9 的 同 伦 算 子 ， 即 同 态 失 : C* 一 D 和 -1 使 得 在 C 上， 

hod+doh = 内 一 gk 


(其 中 , d 既 表 示 C* 中 的 上 边缘 算 子 也 表示 D' 中 的 上 边缘 算 子 ), 那 么 这 个 结论 成 
立 . 因为 那 时 车 oe C* 是 一 个 上 闭 链 , 那么 大 (0) = gi(o) 在 至 多 相差 一 个 上 边缘 
的 意义 上 成 立 , 因此 斥 (o) 和 g(a) 在 同一 个 上 同调 类 中 . 在 Poincar6 引 理 中 ，( 对 
大 >1) 求 出 了 上 链 复 形 
“00 BU BI(U) ,BA(U) 4... 

的 恒 等 上 链 上 映射 与 零 上 链 映 射 之 间 的 同 伦 算 子 , 其 中 ，U 是 Euclid 空间 的 开 单 位 
球 . 所 以 对 > 1, 这 个 上 链 复 形 的 所 有 上 同调 群 全 都 为 零 . 

5.30 ”由 于 序列 5.28(3) 是 正 合 的 , 因此 它 是 常 层 . 罗 的 一 个 无 挠 优 分 解 , 根据 
5.20 节 , 通过 对 g>0 和 对 M 上 的 实 向 量 空间 层 .7 置 


(1) HM,F)=H" (T(E*(M)® 7)), 


则 分 解 5.28(3) 产 生 M 的 一 个 系数 在 实 向 量 空间 层 中 的 上 同调 论 . 鉴于 定理 5.23 
的 系 , 这 种 上 同调 论 一 定 同 构 于 用 5.26 式 (11) 所 建立 的 上 同调 论 . 
车 把 取 为 常 层 罗 , 那么 


(2) H'(M,.%)= HT(E'(M)® .%)) HAT(E'(M))). 


考虑 上 链 复 形 (Z*(M)): 
(3) = 02 T(E(M) 2 TBM) = TEM)) =» 
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和 上 链 复 形 E*(M): 
(4) 0 一 EM EI(M)—S E?(M)—a.... 


鉴于 预 层 {Es(U);puw } 是 完备 的 , 因而 从 命题 5.8 可 知 (或 者 在 此 特殊 情况 下 容易 
直接 看 出 )， 自然 同 态 


(5) E?’(M)— T(&"(M)) 


都 是 同 构 . 因为 同 态 (5) 分 别 与 上 链 复 形 (3) 和 (4) 的 上 边缘 交换 ， 所 以 它们 诱导 一 
个 上 链 映 射 B*(M) 一 了 (2Z*(M)), 这 是 上 链 复 形 的 同 构 . 因而 有 标准 同 构 


(6) HT(E*(M)) s HE (M)). 


但 是 H'(E*(M)) 是 用 4.13 式 (1) 引 入 的 M 的 第 9 个 经 典 的 de Rham 上 同调 群 
HR(M)， 即 (那些 被 d 零 化 的 )q 次 闭 形式 的 向 量 空间 模 ( 那 些 在 d 的 象 中 的 )q 次 
恰当 形式 的 向 量 空间 所 得 的 商 . 因而 从 (2) 和 (6) 得 到 标准 同 构 


(7) H'(M,.%) S HYer(M). 
3) 奇异 上 同调 


5.31 本 节 仍 然 将 K 取 为 一 个 任意 的 主 理想 整 环 , 并 且 令 UC M 是 开 集 . 在 
4.6 节 为 了 流 形 上 的 积分 理论 曾经 引入 过 可 微 奇异 单 形 . 现在 需要 连续 奇异 单 形 . 
下 面 来 回顾 定义 . 回想 到 对 于 每 个 整数 p > 1, 令 


(O) A? ={(a…0y) ER?: 每 个 ,>0 且 a; <1}. 
i=1 


4? 称 为 R? 中 的 标准 p 单 形 . 对 于 p=0, 令 A? 等 于 单 点 空间 {0}, 那么 4 是 标准 
0 单 形 . U 中 的 一 个 (连续 ) 奇 异 p 单 形 o 是 一 个 连续 映射 0: A? 一 U, 若 p >1, 那 
么 定义 U 中 的 一 个 可 微 奇异 p 单 形 是 一 个 奇异 p 单 形 o, 而 且 它 能 扩张 成 从 A? 在 
R? 中 的 一 个 邻 域 到 UV 中 的 一 个 可 微 (C” ) 映 射 . 

令 5,(U0) 表 示 由 U 中 的 奇异 p 单 形 生成 的 自由 Abel 群 ,并 将 5,(U) 中 的 元 素 
称 为 带 整 系数 的 奇异 p 链 . 如 果 o 是 UV 中 的 一 个 奇异 p 单 形 且 p >1, 那么 就 像 在 
4.6(4) 中 那样 ， 把 它 的 边缘 定义 为 奇异 (p - 1) 链 


@ 00 = P(t, 


i=0 


其 中 ，o! 是 o 的 第 i 个 面 [ 见 4.6(3)]. 对 于 p>1, 边缘 算 子 能 够 扩张 成 一 个 从 
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.5,(U) 到 5,_1(U) 中 的 同 态 , 并且 [ 像 在 4.6(7) 中 那样 满足 
(3) 000=0. 


令 5?(U,K) 表 示 一 个 K 模 , 它 是 由 对 UV 的 每 个 奇异 p 单 形 指派 K 的 一 个 元 
素 的 函数 /组 成 的 . 把 这 样 一 个 f 称 为 VU 上 的 一 个 奇异 p 上 链 . 模 5?(U,K) 中 的 数 
乘 和 加 法 定义 为 


(th)(O=k(f(c))， 


(4) 
(f +9)(0) = f(o) + g(o). 


5?(U,K) 中 的 每 个 上 链 可 以 规范 地 扩张 成 从 5,(U) 到 K 中 的 一 个 同 态 . 实际 上 ， 
这 可 以 决定 5?(U,K) 与 从 5,(U) 到 中 的 同 态 的 KK 模 之 间 的 一 个 同 构 . 方便 起 见 ， 
有 时 把 5?(U, K) 的 元 素 看 成 这 样 的 同 态 . 车 VC U, 则 令 

(5) pvw : S?(U,K) — 5?(V,K) 

是 一 个 同 态 , 它 对 每 个 fe 5?(U,K) 指 派 f 在 V 中 的 奇异 p 单 形 上 的 限制 , 那么 
(6) {S7(U, K);puw } 

构成 M 上 的 一 个 预 层 , 称 为 奇异 p 上 链 预 层 . 注意 到 ,对 于 p>1, 这 些 预 层 满足 
5.7(C,) 但 不 满足 (C,); 并 且 预 层 { 5"(U,K);puv } 是 完备 的 (由 于 U 中 的 每 个 奇异 0 
单 形 可 等 同 于 U 中 的 一 点 ,所 以 {8%(U,K),puw} 可 标准 等 同 于 5.26 节 的 预 层 
{A(U, K);puw }). 

对 于 p >1, 令 5&(U,K) 表示 由 对 U 中 的 每 个 可 微 奇异 p 单 形 指派 K 的 一 个 
元 素 的 函数 /组 成 的 KK 模 . 把 这 样 的 函数 f 称 为 VU 上 的 可 微 奇 异 p 上 链 . 利用 如 
同 在 (5) 中 定义 的 限制 同 态 , 能 够 得 到 M 上 的 可 微 奇异 p 上 链 的 预 层 
{S&(U,K) :pry}. 由 于 可 微 奇异 上 同调 论 和 连续 奇异 上 同调 论 的 论述 几乎 逐 字 
逐 句 都 是 相同 的 ， 所 以 主要 讨论 连续 情况 . 只 要 记 着 对 于 p >1 以 54(U,K) 代替 
5?(U,K)， 则 类 似 的 结构 适用 . 当 有 本 质 差别 出 现时 ， 则 会 进行 讨论 . 

通过 对 fe 5?(U,K) 和 对 U 中 的 奇异 (p 十 ]) 单 形 o, 置 
(7) df(o)= jao) 

来 定义 上 边缘 同 态 
(8) d:S?(U, K)— S71(U, K). 
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从 (3) 可 得 

(9) dod=0. 

因为 d 与 限制 同 态 交换 ， 所 以 d 产生 一 个 预 层 同 态 

(10) {S?(U, K);pvy} = {5°™ (U, K);pvw}, 

同时 鉴于 (9), d 使 

(11) = 0» SU,K)—, SU, 天) 于 S2(U, 天) 于 


成 为 一 个 上 链 复 形 (对 于 4 < 0 , g 上 链 模 为 零 ), 记 之 为 5*(U, K). 

奇异 p 上 链 的 伴随 芽 层 记 为 8?(M,K) [而 在 可 微 的 情形 相应 记 为 82 (M,K)] 而 
且 保 持 用 d 表示 诱导 层 同 态 
(12) 8?(M,K)—4,8?ti(M,K). 


注意 到 ，8?(M,K) 就 是 M 上 在 K 中 取 值 的 函数 芽 层 . 通过 把 ke .%p, 映射 到 在 M 
上 取 常 值 的 函数 在 m 点 的 芽 ， 则 常 层 .多 能 被 规范 地 映射 到 8"(M,K) 中 ,因而 有 
一 个 序列 

(13) 0— NH— 8(M, K-81(M,K)—, 8(M, K) ss... 


和 对 p>1 以 8&(M,K) 代 替 8?(M,K) 的 一 个 类 似 序列 . 可 以 断言 , 无 论 在 连续 情 
况 下 还 是 在 可 微 情况 下 , 序列 (13) 都 是 常 层 .多 的 无 挠 优 分 解 . 层 8?(M,K) (和 
&&(CM, KK),p > 1) 都 是 无 找 的 , 这 是 它们 都 是 某 些 类 型 的 天 值 函数 的 芽 层 而 且 天 是 
一 个 整 环 这 一 事实 的 推论 . 为 了 看 出 层 8?(M,K) (和 中 (0M,E),p >1) 都 是 优 层 ， 
给 定 M 的 一 个 局 部 有 限 开 获 盖 {U;} , 并且 ( 像 在 5.22 节 那 样 ) 取 一 个 从 属于 覆盖 
{0i} 的 单位 分 解 {p;} ,其 中 ,函数 yp; 仅 取 值 0 或 1， 对 于 每 个 i, 通过 置 


(14) ii(f)(0) = pi(o(0))f(0) 

来 定义 8?(U,K) 的 一 个 自 同 态 ii, 其 中 , 若 p>1, 则 0 表示 R? 的 原点 . 自 同 态 
与 限制 同 态 交换 ， 因 而 决定 {5?(U,K);pyw} 的 预 层 自 同 态 . 令 
4: 8?(M,K) 一 8?(M,K) 是 与 ;相伴 的 层 自 同 态 , 那么 容易 得 出 suppl; CU; 且 
2 和 三 1. 因而 层 8?(M,K) 是 优 层 [类 似 地 , 对 于 p>1,88(M,K) 也 是 ]. 序列 (13) 
在 .多 和 8"(M,K) 处 的 正 合 性 是 明显 的 , 而 且 知 道 dod=0. 对 于 (13) 的 正 合 性 来 
说 , 剩 下 的 就 是 要 证 明 对 于 p >1, 在 每 一 个 8?(M,K) 处 , 前 一 个 同 态 的 象 包含 下 
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一 个 同 态 的 核 . 如 果 能 够 证 明 对 于 “充分 小 ”的 开 集 U, 若 /是 U 上 的 一 个 奇异 p 
上 链 使 得 df = 0 ,而 且 若 p >1, 则 在 UV 上 有 一 个 奇异 (p-1) 上 链 9 使 得 f=dg, 那 
么 要 证 的 结论 成 立 . 这 里 将 要 用 到 M 是 一 个 流 形 并 且 因 此 是 局 部 Euclid 空间 的 事 
实 . 只 需 假设 UV 是 Rim” 中 的 开 单位 球 就 行 了 . 为 了 证 明 车 df = 0 则 有 一 个 g 使 
得 dg = /只 需求 出 一 个 同 伦 算 子 ( 见 5.29 节 ) 


(15) hy:S?(U,K)— SU,K) (p>1), 
使 得 
(16) doh, +h,ro d=id. 


定义 如 下 , 令 fe 5?(U,K), 其 中 , U 是 Rs"# 中 的 开 单位 球 , 并 且 令 o 是 U 中 
的 一 个 奇异 (p - 1) 单 形 . 定义 


(17) h,(f)(0) = flhp(o)), 


其 中 ，ji(0) 是 U 中 的 一 个 奇异 p 单 形 , 它 把 A? 中 的 原点 映射 到 U 中 的 原点 ,而 
且 对 于 (oap) 天 0， 它 由 下 式 定 义 : 


2 


> 六 二 
18 h a lo |. 
(18) p(a)(a…ap) [| o 2 > 


1 


在 几何 上 ，j(c) 是 通过 把 o 径 向 连接 到 原点 而 得 到 的 U 中 的 锥 , 如 图 所 示 : 


各 能够 扩张 成 一 个 同 态 5,_1(U0) 一 5,(V) . 从 式 (18) 和 边缘 算 子 9 的 定义 
4.6(4) 可 知 , 对 于 p>1, 在 5,(V) 上 有 


(19) id=0 ohpri + hp o0. 
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在 一 般 验 证 式 (19) 之 前 , 先 解决 p=1 的 情况 . 在 此 情况 下 , 结果 有 
(20) 0 = (hoa(o)) — (ho(o)} + (ha(0)) +h(o") —ha(o), 


在 此 情况 下 相应 的 图 如 下 所 示 : 


“0) 
(hlo) 


| 
Md hlo') 


从 式 (19) 、 式 (17) 以 及 上 边缘 算 子 d 的 定义 (8) 就 可 得 出 式 (16), 然而 这 里 有 一 
个 问题 , 那 就 是 关于 连续 情况 的 论述 对 于 可 微 情况 来 说 是 不 够 充分 的 . 因为 如 果 
o 是 一 个 可 微 的 奇异 (p 一 1) 单 形 (p > 2), 车 hp(o) 如 式 (18) 所 定义 , 那么 jip(o) 是 
-个 连续 的 但 一 般 不 是 可 微 的 奇异 p 单 形 ， 因为 在 原点 的 可 微 性 有 问题 . 例如 , 若 
o 是 U 中 的 一 个 可 微 奇异 1 单 形 , 那么 对 于 如 式 (18) 所 定义 的 hp(o) 就 能 扩张 成 
RR? 中 原点 的 一 个 邻 域 上 的 光滑 映射 ， 因而 至 少 应 该 有 o 的 包含 在 过 UV 的 原点 的 
一 个 2 维 平面 内 的 象 .当然 也 可 能 不 是 这 种 情况 . 这 种 缺陷 容易 通过 使 函数 “光滑 
化 ”而 加 以 弥补 . 令 p 表 示 实 直线 上 由 1.10(3) 定 义 的 C* 实 值 函数 . 那么 p(t) 在 0 
和 1 之 间 取 值 , 而 且 是 对 t > 1 取 值 为 1, 对 t < 0 取 值 为 0. 那么 车 p >2 且 o 是 一 
个 可 微 的 (p - 1) 单 形 , 则 把 hp(o) 定义 为 


Op 


Pn | 加 
ny 
人 
> | DR Ca 
i=] 


(21) hp(o) (a 0) = 


1 
i=] 


这 里 就 像 在 式 (18) 中 那样 ,假定 (0) 把 A? 的 原点 映射 到 U 的 原点 . 现在 把 o 扩 

张 成 在 整个 及?-! 上 是 可 微 的 ,从 而 = 和 它 的 每 个 导数 都 是 有 界 的 . 那么 hs(o) 在 

整个 R? 上 有 定义 ,假如 约定 (0) 把 适合 》`ai = 0 的 任何 点 映射 到 U 的 原点 . 
证 1 


而 且 ，jip(o) 在 整个 R? 上 是 C” 类 可 微 的 . 唯一 可 能 发 生 问 题 的 地 方 是 使 得 
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pb 二 0 的 那些 点 ; 而 且 由 于 y(t) 以 及 它 的 所 有 导数 在 t 一 0 时 趋向 于 零 的 速度 


此 的 任何 多 项 式 更 快 ， 又 因为 和 它 的 每 个 导数 在 恨 ”! 上 是 有 界 的 ， 由 此 可 和 
太 (0) 的 所 有 阶 导数 存在 有 连续 , 而 且 在 适合 天 a =0 的 点 上 为 零 . 这 样 不 仅 对 
于 连续 理论 而 且 对 于 可 微 厅 异 理论 完成 了 关于 序列 (13) 是 常 层 % 的 无 找 优 分 解 的 
证 日 
i 
H'(M,S) = HT(S°(M,K) ® 8)), 
H'(M,S) = H'(T(S,(M, K) ® 8)), 


(22) 


那么 就 像 在 5.20 节 那 样 , 无 论 对 于 连续 情况 还 是 对 于 可 微 情 况 , 分 解 (13) 都 能 导 
致 上 同调 理论 . 鉴于 定理 5.23 的 系 , 这 两 种 上 同调 论 是 唯一 同 构 的 , 而 且 唯 一 同 
构 于 上 同调 论 5.26(11) 和 5.30(1). 

5.32 令 G 是 一 个 K 模 . 令 SP(U,G) 表 示 由 对 过 中 的 每 个 奇异 p 单 形 指派 G 
的 一 个 元 素 的 函数 组 成 的 KK 模 . 类 似 地 ,可 以 在 结构 5.31(4)~(13) 中 用 G 代 替 K， 
以 常 层 罗 代替 .%%. 

M 的 带 有 KK 模 G 中 系数 的 经 典 奇异 上 同调 群 在 连续 和 可 微 情况 下 分 别 定义 为 

H2(M,G)= H'(S*(M,G)), 


呈 H'.(M,G)= H'(S(M,G)). 


下 面 要 证 明 经 典 上 同调 群 (实际 上 是 及 模 ) 标 准 同 构 于 层 上 同调 模 H?(M, 多 ) ， 
从 命题 5.27 可 知 ， 


(2) 0— S50(M,G)— 5°(M,G) — T(8°(M,G)) = 0 


是 上 链 复 形 的 短 正 合 序列 (在 可 微 情况 下 有 一 个 类 似 的 序列 ). 于 是 ， 如 果 能 证 明 
对 所 有 g， 


(3) 已 (So(M,G))=0 
(在 可 微 情 况 下 同样 成 立 ), 那么 从 长 正 合 序列 5.17(2) 可 知 有 下 列 标准 同 构成 立 


H'(S*(M,G)) = HT(S*(M,G))), 


(4) 3 
再 (SUM,G) 兰 下 (TGS&eGM,G))) 
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因而 从 (1) 和 (4) 以 及 从 定理 5.25( 应 用 于 通过 在 5.31(13) 中 以 G 代替 K 且 以 多 代 
和 替 .和 而 得 到 的 8 的 无 挠 优 分 解 ) 得 知 有 标准 同 构 


(5) HI(M;G)E HM, SF) HM;G). 

对 于 连续 奇异 理论 , 式 (3) 的 证 明 可 如 下 进行 (可 微 的 情况 是 完全 相同 的 ). 对 
于 q<0, 式 (3) 平 凡 成 立 , 因为 在 此 范围 内 上 链 复 形 模 56(M,G) 全 都 为 零 . 因为 预 
层 {5%(M, G); pu,v} 是 完备 的 , 所 以 模 58(M,G) 也 为 零 . 因而 H°(S3(M,G)) = 0. 
剩余 的 是 要 证 明 (3) 对 于 g>1 成 立 . 令 久 = {0;} 是 M 的 任意 一 个 开 和 覆盖 , 令 
54(M,G) 是 由 奇异 上 链 f 的 模 54(M,G) 组 成 的 上 链 复 形 , 其 中 , f 在 G 中 取 值 而 
且 只 在 “外 小 的 ”奇异 p 单 形 上 有 定义 ， 即 只 在 其 值 域 在 & 的 元 素 中 的 那些 奇异 
了 单 形 上 有 定义 .5S?(M,G) 的 每 个 元 通过 限制 在 & 小 单 形 上 而 确定 S54(M,G) 的 一 
个 元 素 . 限制 同 态 ja : 57(M,G) 一 54(M,G) 产生 一 个 满 上 链 映射 
(6) 知 :5 MG) 一 Sa(M,G). 
同 态 ja 的 核 形 成 一 个 上 链 复 形 Ky 使 得 
(7) 0— Ki — 5(M,G)— Si(M,G)— 0 
是 上 链 复 形 的 正 合 序列 . 式 (3) 证 明 中 的 关键 部 分 是 上 链 映射 ja 诱导 上 同调 中 的 
同 构 . 暂且 假定 这 个 事实 . 从 (7) 的 长 正 合 上 同调 序列 可 知 , 对 所 有 gq， 


(8) H'(K;)=0. 


因而 令 g>1, 而 且 令 f 是 58(M,G) 中 的 一 个 上 闭 链 , 即 df 三 0, 那么 由 S58(M,G) 的 
定义 ,存在 M 的 一 个 由 充分 小 的 开 集 组 成 的 开 覆 盖 允 使 得 Fe K& ， 从 (8) 得 知 , 存 
在 geKg CS54 (M,G) 使 得 dg=f 这 就 证 明 (3) 成 立 . 

现在 转向 证 明 上 链 映射 名 诱导 上 同调 的 同 构 . 因为 将 对 M 的 一 个 固定 覆盖 
来 进行 论述 , 所 以 从 记号 各 中 省 去 下 标 &%. 为 证 明 j5*(M,G) 一 Sx(M,G) 诱导 上 
同调 模 的 同 构 , 构造 上 链 映射 


(9) k: Sa(M,G) — 5°(M,G), 
使 得 
(10) jok=id. 


由 此 上 链 映射 7 必然 诱导 上 同调 模 的 满 射 , 而 且 使 得 对 所 有 p 存在 同 伦 算 子 
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hh : 5?(M,G) 一 SP-1(M,G) 使 得 
(11) nod+do 有 二 这 一 局 o 放 - 


因此 koj 诱 导 上 同调 的 恒 等 映 射 , 这 就 蕴涵 着 ;必然 诱 导 内 射 . 因此 从 (10) 和 (11) 
得 知 j 诱 导 上 同调 模 上 的 同 构 . h 和 上 的 定义 需要 几 个 预备 构造 . 构造 细节 有 点 技 
巧 性 , 但 其 一 般 思 想 如 下 所 述 . 令 fe 58(M,G). 因而 f 只 在 外 小 的 奇异 p 单 形 上 
有 定义 . 要 限定 kj 是 SP(M,G) 的 一 个 元 素 , 即 k( 办 被 定义 在 所 有 奇异 p 单 形 上 . 
将 定义 一 种 “ 重 分 ”运算 把 大 的 奇异 p 单 形 分 成 小 奇异 p 单 形 的 链 . 通过 充分 多 
次 地 重 分 任何 奇异 p 单 形 , 都 能 得 出 一 个 小 奇异 p 单 形 组 成 的 链 ， 于 是 就 能 对 
它 应 用 hh 所 以 可 把 大 奇异 单 形 上 的 kJ 定义 为 重 分 奇异 单 形 上 的 f 那些 已 是 刚 
小 的 单 形 根本 不 被 重 分 . 产生 技术 上 的 困难 是 由 于 为 了 获得 小 单 形 组 成 的 链 需 
要 对 奇异 p 单 形 c 进行 重 分 的 次 数 依赖 于 o. 

令 4>1. A 中 的 一 个 线性 p 单 形 是 指 由 A? 中 的 有 序 点 列 vo,…, up 规范 决定 
的 一 个 如 下 形式 的 奇异 p 单 形 : 


Vo + a 十 …+Qptp 


(12) @o De 
i=] 


(对 p = 0,0 忆 vw ). 把 这 样 的 线性 单 形 记 作 (uo, …, up) ，A? 到 其 自身 的 恒 等 映射 
是 A 中 的 一 个 线性 4 单 形 , 简 记 为 A?. 由 A? 中 的 线性 p 单 形 生成 的 自由 Abel 
群 记 为 L,( A?).A? 中 一 个 线性 p 单 形 o = (vo,…, up) 的 重心 是 点 


(13) b, 


1 
= DPI 
给 定 A? 中 的 一 个 线性 p 单 形 o 三 (vo…,Vp) 和 一 个 点 ve A?, 定义 v 和 o 的 统 联 


vo 是 么 中 的 线性 (p 十]) 单 形 (w,vo,…,v,). 统 联运 算 可 以 通过 线性 性 质 扩张 到 
L,( A ) 上 . 直接 计算 表明 若 p>1, 那么 


(14) aluc) = 0 — uO0). 


定义 重 分 同 态 Sd : L(A) 一 L(A?) 如 下 : 对 于 p=0, 令 Sd=id, 而 对 A? 中 p>1 
的 线性 p 单 形 o, 令 


(15) Sd(o)=b,Sd(80), 


并 且 线 性 地 扩张 到 三 ( A ) 上 . 再 定义 同 态 RR 工 (4) 一 Lon(A?) 如 下 : 对 p=0 置 
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R=0, 而 对 于 A? 中 适合 p>1 的 线性 p 单 形 o, 置 
(16) R(o)=b,(o —Sd(o) — R(00)), 


而 且 线 性 地 扩张 到 五 ( A? ) 上 . 从 (13)~(16) 利 用 基本 归纳 论证 得 出 


B 0Sd=Sd o0, 


(17) DoR+Ropo=id-Sd 


在 L,( A? ) (p>1) 上 成 立 . ( 模 工 ,( A ) ) 和 同 态 8: 工 (A?) 一 五 -1(4?) 的 集 族 构 
成 一 个 所 谓 链 复 形 , 与 上 链 复 形 5.16(1) 相 比 , 其 中 的 同 态 是 反 向 的 . 式 (17) 中 的 
第 一 个 公式 说 明 Sd 是 这 个 链 复 形 到 其 自身 的 链 映射 . (17) 中 的 第 二 个 公式 说 明 已 
是 链 映射 id 和 Sd 的 一 个 同 伦 算 子 , 由 此 可 知 Sd 诱导 这 个 链 复 形 的 同调 群 
(ker 0, /Im 9,41) 上 的 恒 等 映 射 . ) 

对 于 p>0, 定义 同 态 Sd: Sn(D) 一 5,(UV) 和 RR:5,(U) 一 Spn(U0) 如 下 : 对 于 UU 
中 的 奇异 p 单 形 o, 置 


Sd(o) = 0 oSd(A?), 
R(o) = oo R(A?), 


(18) 


然后 再 线性 地 扩张 到 5,(U) 上 . 由 此 易 知 , 对 于 p>1, 公式 (17) 在 5,(U) 上 成 立 . 

令 o = (ww,…, 只 ) 是 A? 中 的 线性 p 单 形 , 那么 Sd(o ) 的 每 个 单 形 的 直径 至 多 
是 a 的 直径 的 各 信 , 因为 一 个 线性 单 形 o 的 直径 是 其 任何 两 个 项 点 之 间 的 最 大 
蝗 离 ,在 sdt ) 的 一 个 单 形 的 任何 两 个 项 点 之 中 ， 至少 有 一 个 必定 具有 
赴 % 十 … 十 太 ) (1<h<p) 的 形式 . 从 这 个 顶点 到 其 他 顶点 的 距离 小 于 或 等 于 到 
某 个 的 距离 , 于 是 


(十 … 十 硫 ) 一 妇 


向 


> (vi —©) 


< 的 a < 2 diamo. 
= 十 1 
现在 准备 构造 映射 h, 和 力 . 令 c 是 M 中 的 一 个 奇异 p 单 形 . A? 的 开 履 盖 
or1(&0 有 一 个 Lebesgue 数 5 中 2 . 由 此 可 知 , 对于。 充分 大 ，(Sdj*(Az) 中 的 每 个 
单 形 的 直径 小 于 56， 其 中 ，(Sdj* 是 Sd 与 其 自身 的 s 重复 合 . 因而 链 (Sd)*(c) 中 的 
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每 个 奇异 p 单 形 在 覆盖 的 一 个 元 素 中 . 令 s(o) 是 使 得 (Sd)*(o) 的 每 个 单 形 在 多 
的 一 个 元 素 中 的 那些 整数 s>0 中 最 小 的 一 个 . 那么 就 能 定义 同 态 
馈 :54(M,G) 一 5?(M,G) 如 下 : 对 于 p<0, 令 局 =id， 而 对 于 p>1， 则 令 


(19) k(f)(0)=Ff 


(Say HO (0) + (1 
IT0 


2 (doc 由 


s(o)<sisstc) 一 1 


注意 到 , 若 Sd 出 现 负 寡 则 理解 为 零 同 态 ， 而 且 (Sd)" =id . 定义 同 态 
:57(M,G) 一 S71(M,G) 如 下 : 对 psl, 令 加 =0, 对 p>2， 


(20) hn)=7R > (sao 


Ogigs(o}-1 | 


式 (10) 成 立 是 明显 的 , 式 (11) 从 直接 计算 可 立即 得 出 . 最 后 , 同 态 局 产生 上 链 上 映射 
(9) 这 一 事实 可 从 式 (11) 得 出 . 因为 从 式 (11) 可 以 得 出 


(21) dok, of = kpr1o fpr od. 


但 j 是 一 个 上 链 映射 . 因而 do o 放 二 16 do 为 .因为 j 是 满 射 . 由 此 可 知 ， 
dok, = 心 ilod . 这 就 完成 了 j 在 上 同调 中 诱导 同 构 的 证 明 . 


4) Cech 上 同调 


5.33 在 Alexander-Spanier 上 同调 .de Rham 上 同调 以 及 奇异 上 同调 的 情况 
下 , 通过 将 常 层 展开 为 显 式 无 找 优 分 解 ， 均 能 得 出 一 种 层 上 同调 论 , 然后 还 证 明 
了 存在 经 典 上 同调 模 与 层 上 同调 模 的 标准 同 构 . 相 比 之 下 ，Cech( 切 赫 ) 上 同调 论 
是 从 一 个 不 涉及 求 .多 的 无 挠 优 分 解 的 直接 构造 而 得 出 的 . 将 对 M 上 的 有 模 层 8 
来 定义 模 互 "(M, 8)， 并 且 证 明 上 同调 论 的 公理 5.18 能 被 满足 . 再 次 提醒 读者 注意 
本 章 引言 中 的 说 明 ,， 对 于 本 章 的 许多 地 方 来 说 ,M 不 必 是 一 个 可 微 流 形 . 尤其 是 在 
本 节 中 , M 只 需 是 一 个 仿 紧 的 Hausdorff 空间 即 可 . 

令 义 ={U。} 是 M 的 一 个 开 覆 闵 ， 如 果 覆 盖 的 一 族 成 员 {Uo, …,Uv} 使 得 
Vo Nn…nU 关 儿 ， 则 把 它 称 为 一 个 g 单 形 . 如 果 o = (Vo,…,U) 是 一 个 q 单 形 ， 
那么 由 定义 , 它 的 支 集 |o| 是 


(1) lo|l= Uo NND,. 


4 单 形 o = (Uo ,…,U,) 的 第 i 个 面 是 (q-]) 单 形 07 = (om Vig,0in,…, Vo). 对 
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4>0, 令 C?(&58) 是 由 对 每 个 4 单 形 o 指派 F(S,|c|) 的 一 个 元 素 的 函数 组 成 的 天 模 ， 
而 对 gq<0, 令 C?(&8) = 0. 把 C?(& 8) 的 元 素 称 为 9 上 链 . 利用 由 


O) d= Do 
定义 的 上 边缘 同 态 
G) d: C1(0,8) 一 Cr， 


得 到 上 链 复 形 C*(% 8)， 它 的 第 9 个 上 同调 模 称 为 (M, %) 的 带 8 系数 的 第 9 个 Cech 
上 同调 模 ， 并且 记 为 及 "(8) . 同 态 8 一 8' 经 复合 诱导 一 个 上 链 映 射 
CrG08) -，C"(&08)， 因 而 对 于 每 个 9 诱导 同 态 

(4) 万 s(&L 8) — H' (a, 8'). 


上 链 f 属 于 C"(,8) 当 且 仅 当 f 对 于 每 个 开 集 Ue 中指 派 8 在 Us。 上 的 一 个 截 
面 . f 是 一 个 0 上 闭 链 , 即 d 大 0， 当 且 仅 当 对 每 个 1 单 形 (V。,U。 ) 都 有 


(5) 0= df(Vo Vo) = pu, rv vs FUo,) ~ pu, nv wo flUo,) 


因而 f 是 一 个 0 上 闭 链 当 且 仅 当 f 定 义 8 在 M 上 的 一 个 整体 截面 从而， 
(6) H°(2, 8)=T(8). 


下 面 考虑 加 细 覆 盖 中 所 产生 的 效果 . 如 果 覆 盖 包 是 覆盖 % 的 一 个 加 细 ， 则 存 
在 映射 J:% 一 处 使 得 V C yu(V) 对 每 个 Ve 吧 成 立 . 如 果 o = (V0,…, 六 ) 是 覆盖 
色 的 4 单 形 , 那么 令 J(o) 表示 覆盖 &% 的 gq 单 形 (y(Vo)…,p(V,)). 于 是 , 若 对 
fe 0"(,8) 和 覆盖 双 的 一 个 g 单 形 o, 令 


0) pf)(0) = pap (plo)) 


那么 /诱导 一 个 上 链 上 映射 4: C"(& 8) 一 C*( 吧 , 8) . 这 个 上 链 映射 诱导 上 同调 模 的 
同 态 


(8) 向 :再 9(&0 8) 一 HB,8). 


可 以 断言 ,如果 六 和 7 都 是 从 只 到 % 中 的 加 细 映 射 ， 那 么 对 于 每 个 g，j = 攻 . 
像 往常 那样， 通过 求 一 个 同 伦 算 子 来 证 明 这 一 点 . 如 果 o = (V0,…,V 1) 是 覆盖 双 
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的 一 个 (q-1) 单 形 , 那么 令 


@ 6; = (pV AV), WD) V1). 
然后 通过 置 

1 
10. h, = —ljp,.f(6, 
(0) OO bl pp f6)) 


定义 同 态 久 : C0"(, 8) 一 0"(%8, 8). 直接 计算 得 
(11) hnod+doh = -Wh 


由 此 可 知 ,对 于 每 个 整数 g，j = 九 . 因而 如 果 嚼 是 义 的 一 个 加 细 , 记 为 加 <， 
那么 就 有 标准 同 态 甩 "(2,8) 一 责 '(%B,8). 由 于 M 的 覆盖 组 成 的 集合 在 加 细 关 系 < 
之 下 形成 一 个 有 向 集 . 又 因为 如 果 G< 凶 <&%, 那么 同 态 豆 (%8) 一 下 (G, 8) 是 同 
态 瓦 (2 8) 一 五 '(%8, 8) 和 万 ( 吧 , 8) 一 巨 (G, 8) 的 复合 ,于 是 模 下 "(& 8) 和 加 细 
同 态 的 集 族 构成 一 个 有 向 系 . 因而 可 以 构成 方向 极限 模 


(12) H'(M, 8) = dirlim "(2, 8). 


(其 结构 完全 类 似 于 5.6 节 中 模 s,, 从 模 5 产生 的 结构 . ) 巨 "(M,S) 是 M 的 带 K 模 
层 8 中 系数 的 第 4 个 Cech 上 同调 模 . 由 定义 ，M 的 带 天 模 G 中 系数 的 第 4 个 经 
典 Cech 上 同调 模 瓦 (Mi; G) 是 蕊 '(M, 多 ), 其 中 , 是 常 层 M x G. 

下 面 说 明 Cech 上 同调 模 (12) 给 出 一 种 按 5.18 意 义 上 的 层 上 同调 论 . 显然 对 于 
gq<0,， 五 '(M,8) =0, 并 且 从 (6) 知 道 ， 万"(M,8) = F(S); 因而 5.18(a) 满 足 ， 从 同 
态 8 一 8' 诱 导 的 同 态 (4) 与 加 细 同 态 (8) 交 换 , 因而 诱导 同 态 


(13) H'(M, 8)— H'"(M, 8"). 


这 些 同 态 满足 5.18 的 (d) 和 (e) 是 直接 的 . 

现在 考虑 优 层 8 和 整数 g>0. 因为 M 的 每 一 个 覆盖 都 有 一 个 局 部 有 限 的 
加 细 ， 所 以 为 了 证 明 互 '(M, 8) = 0， 只 要 证 明 对 于 每 个 局 部 有 限 的 开 覆 盖 包 ， 
玉 '(M, 8) = 0 即 可 . 令 贡 } 是 8 的 一 个 从 属于 M 的 局 部 有 限 开 和 覆盖 = {U} 
的 单位 分 解 . 对 每 个 p>1 定 义 同 态 h, :C?(%, 8) 一 C71(2, 8). 令 f ec?(2, 8)， 
而 且 令 oo=(0w,…,UVpi) 是 覆盖 & 中 的 一 个 (p-l) 单 形 . 那么 
io 人 (Ca opUp-D) 具 有 在 UenVon…nz-: 中 的 支 集 ， 因 此 可 以 通过 在 
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Us nvon…nU, i 外面 把 它 扩张 为 零 而 把 1,o(f(UV。, Uo,…,Up1)) 扩 张 成 8 在 
Von…nUs 上 的 一 个 连续 截面 . 把 ho(f(UV。,Vo…,UV,1)) 看 作 
Un…nVz :上 的 这 个 截面 . 定义 


(14) ho(f)(o) = 3 bh olf(Uo, Do Up). 


由 此 可 得 , 对 p>1， 
(15) doh, +h,nod=id. 


所 以 车 f 是 一 个 gs 上 闭 链 (g>0), 那么 就 有 一 个 (q-1) 上 链 g, 即 g=h( 有 , 使 得 dg=f 
由 此 可 得 五 "(2, 8) = 0. 因而 公理 5.18(b) 满 足 . 
一 个 短 正 合 的 层 序列 0 一 8 一 8 一 8” 一 0 诱导 正 合 序列 


(16) 0 一 0"(%, 8) 一 C?(90 8) 一 CY(& 8"). 
令 O"(2, 8/) 是 C?(& 8) 在 C?(& 8") 中 的 象 . 那么 短 正 合 序列 
(17) 0— 0°(%, 8) — C0"(2, 8) — 0"(2, 8") — 0 
产生 一 个 上 链 复 形 的 短 正 合 序列 

(18) 0—0°(%,8) — C0"°(%, 8) 一 CT 8") — 0. 
加 细 上 映射: 吧 一 处 诱 导出 上 链 复 形 的 短 正 合 序列 的 同 态 


0—0°(%,8) = 0°(2, 5) — 0 (2, 5") — 0 
(19) lp lp lp 
0— .0°(%, 81) 一 C0"(%, 3) 一 0"(%, 8") — 0. 


因而 由 命题 5.17, 诱导 出 伴随 上 同调 序列 的 交换 图 表 


+ 


“> (0 8") ,He(0, 8) — H'(0 8) = Hr(2 8) 2 "(2 8) — 
(20) Le 1 ys ln 


EX 


eH"(%,8") 2 7(%,8) —» H7(%8,8) —» H'(B,8") 9» "(8) — 


通过 转换 为 方向 极限 , 得 到 长 正 合 序列 


第 5 章 层 、 上 同调 、de Rham 定理 … 199 


> H"(M, 8") ,HF"(M, 8) 


(21) > >: ay 
—»H'(M, 8)—H'(M, $FH'i(M, 8) 一 …. 


通过 转化 为 上 同调 中 的 方向 极限 ， 即 可 证 明 包含 上 链 映射 C (0 8”) 一 C"(208/) 
诱导 同 构 


(22) H'(M, 8")-E»H"(M, 8"). 
于 是 这 些 同 构 连 同 式 (21) 将 会 产生 一 个 长 正 合 序列 
=» HM, 80)-2 厅 (AM,3) 


(23) Ea > 
H'(M, 8) 一 万 9(M 8")-—2» Ht!(M, 8) — …, 


它 证 明 公理 5.18(c) 成 立 . 商 模 

(24) TC"(%) = Ce 8")/T" (a, 8") 

与 诱导 上 边缘 同 态 一 起 构成 一 个 上 链 复 形 C" (2) , 使 得 

(25) 0—0°(%, 8")— C°(A,8") = C0" (Wu) — 0 


是 正 合 的 . 通过 转化 为 方向 极限 ,从 (25) 的 长 正 合 上 同调 序列 可 知 ,如 果 能 证 明 对 
所 有 % 模 妃 "(C (20) 的 方向 极限 为 0, 则 式 (22) 成 立 , 那么 令 所 是 一 个 局 部 有 限 
的 覆盖 . 如 果 能 证 明 对 任意 一 个 fe C?(% 8") 都 存在 一 个 加 细 4: 吧 一 外 使 得 
hf) EC (%,8") ,那么 模 H'(C”(?)) 的 方向 极限 为 0 将 肯定 成 立 . 选取 
由 = {Uae} 的 一 个 加 细 纪 = {O。} 使 得 Oa C UV 对 于 每 个 a 成立. 对 每 个 pe M 选 
取 一 个 邻 域 V, 使 得 

(a) 对 于 某 个 oaV, CO。. 

(b) 车 V, nO0。 zg, 则 V, CU. 

(c) WV 在 包含 p 的 U6 的 交集 中 . 

(d) 如 果 o 是 覆盖 处 的 一 个 4 单 形 , 而 且 pelo|( 因 而 Vp clo|), 那么 
pvpjolf(0) 是 8 在 V, 上 的 一 个 截面 的 象 . 
因为 覆盖 勾 的 包含 p 的 9 单 形 只 有 有 限 多 个 , 所 以 满足 (d) 是 可 能 的 . 令 吧 就 是 覆 
盖 {Wp}， 而 且 对 每 一 个 p 选取 On < 局 和 上 < 型 使 得 帮 C 0, CU,. 因而 有 一 个 
加 细 : 吕 一 多. 令 o = (V5,，…,Vp,) 是 覆盖 旬 的 一 个 9 单 形 . 那么 V,, nO。 = 
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2(0 <i< gq), 所 以 由 (b)， VC Vs- 因而 区 CUan…nzm =|n(oj, 所 以 
Hf)(0) = Popo (Ur Us,) 
一 pplypepypjuo(Dp Up )- 


因此 由 条 件 (d),，p(f) e 0"(%, 5”). 


最 后 , 公理 5.18(f) 容 易 从 上 面 (23) 的 构造 经 使 用 5.17(3) 而 得 出 . 
从 而 Cech 上 同调 满足 层 上 同调 论 的 公理 5.18. 


5 de Rham 定理 


5.34 约定 ”因为 根据 定理 5.23 的 系 ，M 上 的 任何 两 种 层 上 同调 论 是 唯一 同 
构 的 , 所 以 通过 它们 的 唯一 同 构 把 它们 看 作 等 同 的 , 而 且 今 后 将 用 H?(M, 8) 表示 
朵 的 带 有 层 8 中 的 系数 的 第 p 个 上 同调 模 . 按照 这 个 约定 ， 


(1) H?(M,s)= 万 "(M, s), 

而 且 对 任何 给 定 的 无 挠 优 分 解 

(2) 0 一 用 一 多 一 贸 一 有 一 …， 
有 

(3) H?(M, $) = HT ® 8). 


5.35 在 前 面 的 几 节 中 得 出 了 微分 流 形 M 的 带 主 理想 整 环 K 上 的 K 模 G 中 
系数 的 经 典 Alexander-Spanier 上 同调 模 、 奇 异 上 同调 模 ， 可 微 奇 异 上 同调 模 以 及 
Cech 上 同调 模 的 标准 同 构 


(1 HA_s(M,G) & HI(M,G) SE H3,(M,G) & H?(M,G). 


可 以 看 出 , 这 些 上 同调 模 中 的 每 一 个 均 同 构 于 系数 在 常 层 多 中 的 层 上 同调 模 
H?(M, 多 ). 如 果 把 天 取 为 实数 域 ,那么 就 能 把 de Rham 上 同调 群 H4.n(M) 添加 
到 上 面 的 同 构 名 单 中 , 特别 地 ， 有 标准 同 构 


(2) HY.n(M)  H'(M,.B) 2 H?(M,R). 


借助 于 5.24 节 , 马上 就 能 证 明 从 de Rham 上 同调 论 到 从 积分 可 微 奇异 单 形 上 的 形 
式 而 得 出 的 可 微 奇异 上 同调 论 的 显 式 同 态 产生 出 标准 同 构 (2). 
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对 于 每 个 整数 p>0, 通过 对 M 上 的 每 个 可 微 p 形 式 2 和 M 上 的 可 微 奇异 p 单 
形 c, 置 


(3) kW0)= 人 
来 定义 同 态 
(4) kb : E?(M) 一 SL(M,R). 


同 态 局 诱 导 一 个 上 链 映射 

(5) k: E*(M)— Si,(M,R), 

这 是 Stokes 定理 4.7 的 一 个 直接 推论 . 令 

(6) kB : Hin(M)— HI (M;R) 

表示 上 同调 模 ( 实 向 量 空间 ) 的 诱导 同 态 . 称 局 为 de Rham 同 态 . 


5.36 de Rham 定理 ”对 于 每 个 整数 p, de Rham 同 态 避 就 是 标准 同 构 5.35(2) 
证 明 可 以 对 M 中 任意 开 集 来 定义 同 态 5.35(3)， 并 且 得 出 预 层 同 态 
{EP(D)ipuy} 一 和 (SR(,R)ipoy}， 
由 Stokes 定理 ,这 个 预 层 同 态 与 上 边缘 同 态 5.28(2) 和 5.31(10) 交 换 . 因而 伴随 层 
的 诱导 同 态 构成 一 个 交换 图 表 : 
0—%—= EAM) = FU(M) = EI(M) 一 … 
(1) lia lio ha la 
0— 罗 = LMR) — LM,R) = SM,R) 一 …. 
现在 考虑 上 链 复 形 的 下 列 交换 图 表 , 其 中 , 根据 5.30(5) 和 5.32(2), 行 序列 是 正 合 
的 : 
020F(M) -了 2，TEr(M)) 一 0 
(2) lk 1@ 
0 一 So 有) 一 SS(M,R) -eT(S(M,R)) — 0. 
上 链 映射 中 诱导 同 构 百 &R(M) 兰 五 ?(M,. 兄 ). 在 5.32(4) 中 曾 证 明 过 ，@) 诱 导 同 构 
RN、(M, 及) 宕 H?(M,. 罗 ). 从 适用 于 层 上 同调 论 同 态 的 定理 5.23 的 系 可 知 ，@ 诱 
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导 上 同调 的 同 构 ， 而 根据 5.24， 层 上 同调 论 的 同 态 是 由 .多 的 无 挠 优 分 解 的 同 态 (1) 
诱导 的 . 因而 从 层 上 同调 论 之 间 的 同 构 的 唯一 性 ，@ 诱 导 瓦 ?(M, . 罗 ) 的 恒 等 同 构 . 
这 说 明 对 于 每 一 个 整数 p， 局 是 标准 同 构 5.35(2). 

5.37 早 在 4.17 节 就 曾经 用 奇异 同调 而 不 是 上 同调 叙述 过 de Rham 定理 的 一 
种 稍微 不 同 的 形式 . 下 面 将 会 看 到 有 一 个 自然 同 构 


上) H?.(M, R) — oH,(M, R), 


它 与 局 复合 就 产生 出 同 构 4.17(1)( 为 了 定义 实 可 微 奇 异同 调 群 。H,(M,RR) 和 其 他 
有 关 概 念 , 读者 应 当 回顾 4.16 节 ). 映射 (1) 定 义 如 下 . 如 果 代表 3、(M,R) 中 的 
一 个 上 同调 类 , 那么 可 以 把 f 看 作 M 上 的 实 可 微 奇异 p 链 组 成 的 向 量 空间 
woSp(M, 民 ) 上 的 线性 函数 . 特别 地 , f 是 由 p 闭 链 组 成 的 5S,(M, 民 ) 的 子 空间 上 的 
一 个 线性 函数 , 而 且 f 在 5,(M, 民 ) 中 的 p 边 缘 链 上 为 零 ， 这 是 因为 df 三 0, 因此 
决定 同调 群 。H,(M, 民 ) 上 的 一 个 线性 函数 . 因为 一 个 实 可 微 奇 异 上 边缘 在 所 有 p 
闭 链 上 必定 为 零 , 所 以 H3、(M, 民 ) 中 的 每 个 上 同调 类 决定 昌 ,(M,R)" 的 一 个 不 
依赖 代表 f 选取 的 完全 确定 的 元 素 . 这 就 定义 了 映射 (1). 把 验证 (1) 确 实 是 一 个 同 
构 留 给 读者 作为 一 个 习题 . 显然, (1) 与 局 的 复合 恰好 是 同 态 4.17(1). 因而 4.17(1) 
是 一 个 同 构 . 

5.38 评注 奇异 上 同调 群 H3(M; 民 ) 是 拓扑 不 变量 ， 即 同 胚 的 空间 有 同 构 
的 实 奇 异 上 同调 (见习 题 19). 作为 它 与 同 构 5.35(1) 和 5.35(2) 的 一 个 推论 ，de 
Rham 上 同调 群 同样 也 是 可 微 流 形 的 拓扑 不 变量 . 


6 乘积 结构 
在 8 是 M 上 的 一 个 KK 代数 层 的 情况 下 , 可 使 上 同调 模 的 直 和 》 、H?(M, 8) 成 
p 


为 天 上 的 一 个 结合 代数 . 但 是 首先 需要 几 个 预备 结构 . 

5.39 定义 令 0* 和 'C" 都 是 上 链 复 形 . 它们 的 张 量 积 C* @'C* 是 一 个 上 链 
复 形 ， 它 的 第 > 个 模 是 直 和 
(1) > CG,®'0,, 


p+q=r 


并 且 它 的 第 > 个 上 边缘 同 态 是 直 和 
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(2) > (de'idj +(-1)°(id), ® 'd,). 
p+qg=r 

如 果 o € 2?(0*) 目 TE2ZI(C*), 那么 go @TE2Z?T(C* @'C*); 车 go € B?(C0*) 且 
TE 24('C*) [或 者 反 过 来 ,ce ZP(C") 而 re BI('C*)], 那么 g@TrEB?1(C*@’C*). 
因而 有 一 个 完全 确定 的 同 态 
(3) H?(C*)® HU('C') 一 H?T(C* ®' C0*). 

5.40 引 理 当天 是 一 个 主 理想 整 环 时 ， 两 个 无 挠 K 模 的 张 量 积 仍然 是 一 个 
无 挠 KK 模 . 

证 明 令 和 0€E kK , 令 K/ 和 是 一 个 K 模 , 它 的 元 素 是 {k/ 和 :ke KK}, 而 且 该 
模 中 的 加 法 和 乘 以 天 的 乘法 定义 为 


(1) 


令 4 是 一 个 K 模 , 定义 同 态 序列 

(2) 4 一 K/A@4 一 开 B@4 一 4， 

其 中 , 第 一 个 同 态 定义 为 or k/ 六)@a, 第 二 个 同 态 定义 为 科 人 /Ng@a 小 
学 @ai, 第 三 个 同 态 定义 为 总 @a; - kai . 第 二 个 同 态 显 然 可 着 ， 因 而 
是 一 个 同 构 . 再 根据 5.9(2)， 第 三 个 同 态 也 是 同 构 . 复合 同 态 (2) 把 ae 4 映射 到 


Ma € 4A. 由 定义 4 是 无 挠 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 人 = 0e K ,复合 同 态 (2) 的 核 为 
零 . 因而 4 是 无 挠 的 当 且 仅 当 对 每 个 人 二 0e 天 ， 


(3) 0 一 4 一 (KJ/N@4 

是 正 合 的 . 令 4 和 B 都 是 无 找 KK 模 , 并 且 令 和 = 0e 无 . 那么 (3) 是 正 合 的 ， 这 样 
一 来 , 由 于 B 是 无 挠 的 , 所 以 从 引 理 5.14 可 知 

(4) 0—» A@B—(K/N)®A@®B 


是 正 合 的 , 由 此 4 @ B 是 无 找 的 . 
5.41 定义 层 的 直 和 8@.9 与 层 同 态 8 一 8 和 光一 9 的 直 和 
8@.9 一 8'@: 罗 /的 定义 是 通过 在 5.9(3)-5.9(8) 中 除了 5.9(7) 之 外 以 田代 替 @ 而 
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得 到 的 . 注意 到 优 层 的 直 和 是 优 层 . 
5.42 ”乘积 结构 ”考虑 分 解 


0) 0 二 第 一 多 下 ) 久 ) 史 迷 … 
用 分 解 (1) 与 其 自身 的 张 量 积 表示 序列 

02%Y-%6% -2%ONDO(NLH) 
2 
(2) a 多 8 所 一 … 

p+g=r 

其 中 , 同 态 . 多 一 饮 @ 蚤 是 复合 同 态 . 和 交 衬 . 有 @.%% 一 叶 @ 蚀 ,而 定义 域 为 
了 多 @ 名 的 同 态 是 直 和 


p+q=7 


(3) 六 (d, 8(id), +(-1)°(id), ®d,). 

p+q=r 
如 果 (1) 是 铬 的 无 挠 优 分 解 , 那么 可 以 断定 (2) 也 是 .多 的 无 挠 优 分 解 . 因为 优 层 
的 张 量 积 与 直 和 仍然 是 优 层 , 由 此 推 知 (2) 中 的 层 是 优 层 . 注意 到 , 无 挠 K 模 的 直 
和 是 无 挠 的 , 那么 从 引 理 5.40 可 知 (2) 中 的 层 是 无 挠 的 . 序列 (2) 是 正 合 的 ， 因 而 是 
一 个 分 解 , 这 在 .和 多 和 哆 @ 贸 处 是 容易 看 出 的 ， 而 在 别处 可 以 通过 把 Ktnneth 公 
式 应 用 于 对 每 个 点 me M ,从 


(4) EAR 


一 


p+g=r 


限制 于 m 点 的 茎 上 而 得 到 的 上 链 复 形 而 得 以 证 明 . Kiinneth 公式 是 用 各 个 复 形 的 
上 同调 来 表示 上 链 复 形 的 张 量 积 的 上 同调 ， 而 对 于 证 明 Kiinneth 公式 所 必需 的 扩 
张 代数 ,就 本 书 的 论题 而 言 是 不 可 能 详细 阐述 的 ， 所 以 只 是 让 读者 去 查阅 文献 
Spanier[28] 第 5 章 第 4 节 的 定理 2, 在 那里 有 Ktinneth 公式 的 详细 证 明 . 

令 8 是 M 上 的 一 个 层 . 就 像 在 5.19(2) 中 那样 ， 可 以 从 分 解 (2) 得 到 一 个 链 复 形 ， 
并 且 把 它 记 为 T(G @ ZF*  @8). 如 果 8 是 M 上 的 一 个 代数 层 , 那么 由 茎 的 乘积 结 
构 决 定 的 自然 同 态 8@ 8 一 8 诱导 同 态 


(5) T(& 8STHLS)— TL% LL8) — T2828), 


这 个 同 态 又 诱导 一 个 上 链 映射 
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(6) T(Z’* ®8) LTG 8) = TF BF ®8). 
根据 5.39(3), 有 一 个 完全 确定 的 同 态 
(7) 五 P(M,S)@ H'(M,8) 一 HN(T(Z* ® 8)® TZ ® 8)). 


在 8 是 M 上 的 代数 层 的 情况 下 ， 上 链 映 射 (6) 与 同 态 (7) 一 起 诱导 一 个 同 态 

(8) H?(M,8)® H’'(M,S) 一 H?+’(M,8). 

这 将 定义 层 上 同调 中 的 一 个 乘积 结构 . 但 是 首先 需要 证 明 由 (8) 定 义 的 乘法 不 依赖 
于 由 它 开始 的 分 解 (1). 考虑 另 一 个 无 挠 优 分 解 

(9) 0 一 玫 一 冤 一 多 一 多 一 … 


通过 将 分 解 (1) 与 分 解 (9) 作 张 量 积 [其 结构 完全 类 似 于 由 (2) 和 (3) 给 出 的 (1) 与 其 自 
身 的 张 量 积 ], 得 另 一 个 无 找 优 分 解 
(10) 

02W—ROFEo (HOF GLP) oo SOP 一 … 


从 分 解 (1) 到 分 解 (10) 的 同 态 在 5.24 节 的 意义 上 是 由 下 列 同 态 生 成 的 : 
久 兰 多 8 四 一 多 8 一 8S,, 


rp 
其 中 最 后 一 个 映射 是 包含 映射 . 这 个 分 解 同 态 诱 导 一 个 上 链 映 射 
(ZF' @88) 一 T(Z'@ 多 " @8), 根据 5.24 节 和 定理 5.23 的 系 , 这 个 上 链 映射 诱 
导 恒 等 映射 H'(M,8) 一 H'(M,8). 通过 把 这 些 构造 应 用 于 各 个 分 解 ， 然 后 把 所 得 
到 的 上 链 复 形 作 张 量 积 ， 则 得 到 一 个 上 链 复 形 和 上 链 映射 的 交换 图 表 : 
TY @S@T(8 BH)— TF OF’ ®8) 
上 上 
(1) I(g'@Z’ egerG F885) TF OF LF BF’ os) 
1 1 
T(Z @ 8)8 TF es 一 TB eg ® 8). 


从 这 个 图 表 又 诱导 出 下 列 关 于 上 同调 的 交换 图 表 : 
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(12) 互 Pt(F(Gr ® 8) TZ’ ® 8)) 
2 ! 、 
H?(M,S)® HM,S) = H° "(TSB F888 TFS'® 8S))— HM,S). 
、 1 7 


H?ta(T(Z’ @ 8) 8 TF @ 8)) 


从 图 表 (12) 可 知 ,乘积 结构 (8) 不 依赖 于 分 解 (1) 的 选取 . 
从 同 态 (8) 的 构造 和 张 量 积 的 结合 性 可 知 , 在 》H?(M,8) 上 由 (8) 诱 导 的 乘 


了 
积 结构 是 结合 的 . 从 而 同 态 (8) 使 》 ”五 ?(M, 8) 成 为 外 上 的 一 个 结合 代数 . 
了 


由 C, @Cy 一 (-1)”C, @C, 定 义 的 同 态 和 多 @ 贸 一 锅 @ 多 在 5.24 节 的 意义 
下 诱导 分 解 (2) 到 其 自身 的 一 个 同 态 . 根据 5.24 节 , 分 解 (2) 的 这 个 同 态 诱导 上 同 
调 论 的 一 个 同 态 ,由 定理 5.23 的 系 ,这 个 同 态 必然 是 恒 等 同 构 . 但 是 , 若 
wu EH?(M,8),vE H"(M,8)， 则 诱导 同 态 H?™(M,8) 一 H?T(M,8) 把 uv 映射 成 
(Du 因而 >， H?(M,8) 的 乘积 结构 满足 反 交 换 性 关系 
焚 
(13) uv=(-l"vu (ueH?(M,S),ve H'(M,S)). 


5.43 de Rham 上 同调 代数 ”微分 形式 的 外 乘法 通过 映射 @a 一 cAa 诱 
导 一 个 上 链 映射 


(1) E*(M)® E*(M)— ~ E*(M), 

这 个 上 链 映射 与 5.39(3) 的 自然 同 态 

(2) Hn(M)® H.R(M) = H'™(E'(M)® E*(M)) 

一 起 诱导 同 态 

(3) Hica(M)® HY.R(M)— HER(M), 

同 态 (3) 使 直 和 》，H4.R(M) 成 为 民 上 的 一 个 结合 代数 . 这 是 de Rham 上 同调 中 
的 经 典 乘积 结构 另外 ，》 H4.R(M) 还 通过 标准 同 构 
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2 HER(M) SY H°(M,.R) 
卫 7 


从 层 上 同调 中 的 代数 结构 5.42(8) 继 承 一 个 结合 代数 结构 . 下 面 证 明 yn(M) 
了 

上 的 这 两 种 代数 结构 是 等 同 的 . 对 于 每 一 个 开 集 UC M ， 外 乘法 诱导 同 态 

(4) E?(U)® Er(U) — Er?‘(U), 


此 同 态 与 适当 的 限制 同 态 交换 ， 因 而 产生 预 层 同 态 


(5) {BE?(U);puv} ® {BE (UV);pov} = {E? (D)iprvr}， 
这 个 预 层 同 态 又 诱导 层 同 态 
(6) ES?(M)®E(M) — Zr (M). 


容易 验证 同 态 (6)( 在 5.24 节 的 意义 下 ) 诱 导 分 解 5.28(3) 与 其 自身 的 张 量 积 到 其 自 
身 的 同 态 : 
(7) 0—%— (ME(M) = FE (M) OE (M)) OE (M) 8 EM)) =» 
lid 上 地 
0 一 多 ,Go(MD) 2(M) = 


同 态 (7) 诱 导 一 个 上 链 映 射 T(Z*(M)@ 多"(M)) 一 TT(Z*(M)) , 根据 5.24 节 和 定理 
5.23 的 系 , 这 个 上 链 映射 诱导 恒 等 映 射 H'(M,. 罗 ) 一 H'(M,.%)， 考虑 上 链 复 形 的 
下 列 交换 图 表 : 


(8) T(E"(M))B TE OUM)) 一 TOM))e@(E ON)) 一 TOEG (M) 
1 1 
E*(M)® E'(M) E*(M). 


图 表 (8) 与 5.39(3) 一 起 诱导 关于 上 同调 的 下 列 交换 图 表 : 


(M, 凤 (MD PDE (M)) TE MW) MDM(M,N 
(9) 1 T 1 
HRMEHEaM) 一 下 "PCUOGPOO) HERM). 
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图 表 (9) 上 面 一 行 中 的 同 态 的 复合 恰好 给 出 层 上 同调 中 的 乘积 结构 5.42(8); 而 (9) 

的 下 面 一 行 中 的 同 态 的 复合 则 恰好 是 经 典 的 乘积 结构 (2), 并 且 第 一 竖 列 和 最 后 一 

列 都 是 标准 同 构 . 因而 》) H34.nR(M) 上 的 经 典 代数 结构 等 同 于 从 层 上 同调 的 代数 
要 


结构 所 诱导 的 代数 结构 . 


5.44 ”奇异 上 同调 代数 ”本 节 将 用 连续 奇异 上 同调 的 语言 来 叙述 , 然而 所 考 
处 的 一 切 事项 都 以 完全 同样 的 方式 适用 于 可 微 奇异 理论 . 令 f e 5?(M,K) 是 一 个 
奇异 p 上 链 , 令 ge 5"(M,K) 是 一 个 奇异 g 上 链 . 下 面 将 定义 一 个 奇异 (p 十 9) 上 链 
fuUg, 称 为 /和 g 的 上 积 , 令 c 是 M 上 的 一 个 奇异 (p + 9) 单 形 , 定义 


(1) (f Ug)(0)= HokU8 okpie oo kpn)go o M+" o Kg? 0...0K), 


其 中 , 若 =0 则 式 (1) 右 边 的 第 一 个 因子 是 f(o); 车 p=0, 则 式 (1) 右 边 第 二 个 因子 
是 g(a), 各 个 k 是 4.6(2) 中 定义 的 映射 . 换 句 话说 , 式 (1) 说 明 由 o 开始 并 且 取 顶 上 
的 面 次 得 到 一 个 p 单 形 , 对 它 使 用 f, 而 且 从 o 开始 取 0 面 p 次 等 到 一 个 9 单 形 ， 
并 对 它 使 用 9 式 (1) 右 边 的 乘法 是 在 主 理想 环 K 中 进行 的 . 结合 性 ， 即 


(2) fuU(guh)=(f U9) uh, 
可 从 式 (1) 和 下 列 恒 等 式 得 出 : 
(3) RR 


= kr?tgtr-l o...o kp+q p+g-l o...okg 
= kptg9+tr o Oksra+1o 0.…0 粘 ， 


此 恒等式 从 重复 应 用 4.6(5) 得 出 . 双 线 性 映射 (f,g) 一 fw 9 诱导 一 个 同 态 


(4) S?(M,K)® 5"(M,K)— S?1(M,K). 
可 以 断言 ， 
(5) (dh)v9+(D Ydg)= df v9). 


建议 读者 首先 对 于 了 和 9 是 1 维 上 链 且 是 3 维 单 形 的 情况 来 验证 式 (5). 在 这 种 
情况 下 ,一 些 简单 图 形 在 下 面 的 计算 中 将 会 有 所 帮助 . 一 般 地 , 令 7 是 一 个 奇异 
(p +4 十 ]) 单 形 . 那么 从 (1) 和 5.31(8), 并 且 重 复 使 用 4.6(5), 可 以 得 出 
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p+gtl 
df uDD= CHUugtro 必 rm 
1=0 
= "3 (Cyre KP okPte to-o kD 1)g( TokPt? o kt o...0 kg) 


CYArol "oly oo ks) ro ooM) 


=0 
也 
1=0 


p+g+1 
上 1 
+ (Dre 民 和 oo 名 glre 克 ooMno 帮 有 
l=p+1 


= 污 (Cf(ro 由 拘 4o 各 和 1 0.…o 妥 是 o 好 )g(To 娩 "10..o 好 ) 
1=0 
+ 
+ (Aro oo) (gro 本 和 0.0 井 Ho 生 ) 
jl 
p+1 5 
= fro oho.…o 直 扩 o)g(ro 风 "oo 
1=0 
十 1 
+ CI frog ero)S (g(roy rr oo oy) 
j=0 


=(df Vg) +(-1P(f vdg)(7). 


从 式 (5) 可 知 ， 同 态 (4) 决 定 一 个 上 链 映射 
(6) S"(M,K)®S"(M,K)— 5"(M,K). 


上 链 映 射 (6) 与 5.39(3) 的 自然 同 态 


(7) Ha(M;K)® HM;K)— H?™(S°(M,K)® 5"*(M,K)) 
一 起 诱导 同 态 
(8) HI(M;K)® HAM;K) 一 H?'?(M;K), 


同 态 (8) 赋 予 直 和 》 ，H3(M;K) 一 个 K 上 的 结合 代数 结构 . 这 就 是 奇异 上 同调 的 
了 
经 典 乘 积 结构 . 另外 ，》 ` H3(M,K) 通过 标准 同 构 > HR(CM;K) 兰 > 有 RCM, 多) 
p p 
还 从 关于 层 上 同调 的 代数 结构 5.42(8) 继 承 一 个 结合 代数 结构 . 证 明 》) H3(M;K) 
‘2 
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上 的 这 两 个 代数 结构 是 等 同 的 跟 证 明 在 5.43(4)~5.43(9) 中 给 出 的 de Rham 上 同调 
的 相应 陈述 是 完全 相同 的 ， 只 不 过 是 相应 地 以 8*(M,K) 代 替 多 *(M) ,从 5S*(M,K) 
代替 BE*(M) 等 . 
5.43 节 和 5.44 节 的 结果 提供 了 de Rham 定理 5.36 的 下 列 更 完备 的 形式 . 
5.45 de Rham 定理 de Rham 同 态 


0) :DD HEM) = HS (MR) 
p p 
是 一 个 代数 同 构 . 


7 支 集 


5.46 定义 M 上 的 支 集 族 是 满足 下 列 条 件 的 M 的 一 个 闭 子 集 族 秋 

(a) $B 的 任何 两 个 元 之 并 仍 在 B 中 . 

(b) 至 的 一 个 元 的 任何 闭 子 集 均 为 8 的 元 . 

(c) 至 的 每 个 元 都 有 一 个 邻 域 其 闭 包 在 2 中 . 

令 $ 是 M 上 的 一 个 支 集 族 . 回想 到 , 假定 M 至 少 是 一 个 仿 紧 的 Hausdorff 空 
间 , 而 实际 上 必然 是 一 个 可 微 流 形 . 如 果 8 是 M 上 的 一 个 层 , 令 Tp(8) 是 8 的 截面 
的 集合 且 使 得 这 些 截面 的 支 集 是 的 元 . 从 条 件 (a) 可 知 ，T'g(8) 是 (8) 的 一 个 子 
模 . 从 条 件 (b) 可 知 ， 层 同 态 8 8! 诱导 同 态 Ts(8) 一 Pa(81) . 

定理 5.12 有 一 个 完全 类 似 的 带 支 集 条 件 的 定理 . 在 证 明 中 只 需 稍 作 修改 ,这 就 
是 通过 使 用 条 件 (c) 来 帮助 选取 一 个 覆盖 使 它 能 保证 所 得 到 的 8 的 截面 确实 在 
Ts(8) 中 . 细节 留 给 读者 作为 习题 . 

对 于 M 的 带 有 支 集 有 并 且 系数 在 M 上 的 天 模 层 中 的 上 同调 论 .9 完全 可 以 
像 在 定义 5.18 中 那样 加 以 定义 ， 只 是 要 在 5.18(a) 中 以 Pa(S) 代替 T(8), 而 且 上 同 
调 模 要 记 为 aH?(M,8). 只 需 稍 作 修改 ,本 章 的 整个 论述 就 可 以 对 带 支 集 的 上 同 
调 来 进行 . 下 面 将 简略 地 概述 这 些 修改 . 

证 明 带 支 集 的 上 同调 论 的 存在 性 和 唯一 性 (这 将 采用 定理 5.12 的 支 集 形式 )， 


可 以 像 在 5.18-5.25 节 那 样 进行 ， 只 是 当 给 定 了 一 个 无 挠 优 分 解 
0 一 和 % 一 允 一 轴 一 画 一 … 时 , 要 通过 置 


(1) sH’"(M,S)= H’'(Ts(2” @S)) 


来 定义 层 上 同调 模 . 
令 {5v,puw} 是 一 个 带 有 伴随 层 8 的 预 层 . 令 sSw 是 由 那些 在 标准 同 态 
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Sx 一 了 (8) 之 下 映射 到 Tp(8) 中 的 元 素 组 成 的 Sw 的 子 模 , 那么 从 命题 5.27 和 
zSM 的 定义 可 知 , 当 以 


(2) 0— (Su) = gsSu 一 Ta) 一 0 


代替 5.27(2) 时 ,命题 5.27 成 立 . 
带 支 集 条 件 的 经 典 上 同调 论 定义 为 


oH4_s(M;G)= H'(gsA(M,G)/ 有 和 (MG))， 


oHY.n(M)= H'(gsB*(M)), 
sHIA(M;G)= H'(g5°(M,0)), 
sH~(M;G)= H'(gS(M,G)). 


在 Cech 理论 中 ,由 定义 ,一 个 s 上 链 fe C%(% 8 ) 的 支 集 是 当 o 遍历 覆盖 义 
的 g 单 形 时 截面 Ka) 的 支 集 之 并 . 如 果 令 sC?(9t 8) 等 于 其 支 集 在 FB 中 的 g 上 链 的 
模 , 那么 Cech 理论 的 展开 可 像 以 前 一 样 进行 而 且 可 得 出 带 支 集 的 Cech 上 同调 模 
oH'"(M,s). 

所 得 出 的 上 同调 论 将 依赖 于 支 集 的 选取 . 常 义 上 同调 与 带 支 集 的 上 同调 在 
多 被 取 为 由 所 有 闭 集 组 成 的 集 族 的 特殊 情况 时 是 相同 的 . 

同 前 , 同 构 定理 和 乘积 结构 的 得 出 可 全 部 对 支 集 进行 . 尤其 是 ， 有 带 支 集 条 
件 的 de Rham 定理 : 
(4) kK: DsHhR(M) SD oH (M,R) 

p 


了 
是 一 个 代数 同 构 . 
习 题 

1. 令 8 是 M 上 的 一 个 层 . 证 明 映射 m > 0(0 截 面 ) 是 连续 的 . 

2. 证 明 层 的 截面 都 是 局 部 同 胚 , 而 且 因此 都 是 开 映射 . 

3. 证 明 : 如 果 一 个 层 的 两 个 截面 在 一 个 点 上 一 致 , 那么 它们 在 该 点 的 一 个 邻 
域 上 一 致 . 推 证 使 一 个 截面 在 其 上 不 为 零 的 点 集 是 闭 集 . 

4. M 上 的 一 个 C™” 函数 决定 C™ 函数 的 芽 层 8G“(M) 的 一 个 横 截面 . 使 一 个 
C0™” 函数 在 其 上 不 为 零 的 M 的 点 集 是 开 集 . 而 根据 习题 3, 车 Z”(M) 的 一 个 截面 
在 M 的 一 个 点 集 上 不 为 零 , 则 该 点 集 是 一 个 闭 集 , 你 能 调和 这 两 个 事实 吗 ? 考查 
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几 个 例子 . 

5. 证 明 层 映射 是 局 部 同 胚 ， 且 因此 是 开 上 映射. 

6. 证 明 : 车 两 个 层 映 射 在 一 个 点 上 一 致 ， 则 它们 在 该 点 的 一 个 邻 域 上 一 致 . 
推 证 使 得 一 个 层 映 射 在 其 上 不 为 零 的 点 集 是 一 个 闭 集 . 

7. 完成 5.4 节 中 构造 商 层 的 细节 . 

8. 完成 在 5.6 节 开头 证 明 B(a(8)) 标 准 同 构 于 8 的 细节 . 

9. 证 明 存 在 标准 同 构 (88.F), 宇 5, 8 多. 

10. 证 明 两 个 完备 预 层 的 张 量 积 未 必 是 一 个 完备 预 层 . 

11. 令 p 是 M 上 的 一 个 C2 函数 . 通过 置 fu 一 y(m)f 而 定义 一 个 映射 
多 %(M) 一 ~(M). 像 往常 一 样 ， 这 里 用 f 表示 一 个 在 mm 点 的 邻 域 上 定义 的 
C™” 函数 f 在 m 点 的 芽 . 证 明 这 个 映射 一 般 不 是 连续 的 , 因而 不 可 能 是 一 个 层 

告 诚 : 在 构造 层 上 的 单位 分 解 时 ， 往往 会 在 这 里 出 错 ， 回顾 在 5.10 节 给 出 的 
构造 多 ”(M) 上 的 单位 分 解 的 正确 方法 . 

12. 在 定理 5.12 的 证 明 中 作 必 要 的 修改 以 证 明 若 5 是 M 上 的 一 个 支 集 
系 ,8 一 了 是 一 个 满 射 层 同 态 ,而 且 它 的 核 是 一 个 优 层 ,那么 Ps(8) 一 Pe( 史 ) 是 一 
个 满 射 . 

13. 完成 证 明 5.17(2) 的 正 合 性 的 细节 . 

14. 完成 5.24 的 细节 . 

15. 证 明 : 预 层 5.26(5) 满 足 5.7( C, ) 但 对 p > 1 却 不 满足 5.7( Cu ). 

16. 给 出 模 正 合 序列 

0 一 4 一 5 一 CC 一 0 
和 模 D, 使 得 
0 A8®8D— B®OD—»C8®D—0 
不 是 正 合 的 例子 . 

17. 找 出 优 层 却 有 一 个 非 优 子 层 的 例子 . 

18. 证 明 : 如 果 把 无 找 层 的 一 个 长 正 合 序列 与 一 个 层 8 作 张 量 积 , 那么 所 得 
出 的 长 序列 仍然 是 正 合 的 . 

19. 证 明 : 一 个 连续 映射 了 : M 一 N 能 以 一 种 自然 的 方式 诱导 一 个 同 态 


£.:HAN;G) — HA(M;G), 
使 得 若 9: N 一 X, 则 
(9°0f). = £09,, 
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并 且 使 得 
(id), =id. 


由 此 可 以 断定 同 胚 的 空间 有 同 构 的 奇异 上 同调 . 

20. 证 明 5.37(1) 是 一 个 同 构 . 请 记 住 ， 这 些 向 量 空间 一 般 是 无 限 维 的 . 

21. 证 明 : 如 果 v 和 r 都 是 闭 微分 形式 而 且 它 们 的 所 有 周期 都 是 整数 值 的 ( 见 
4.17 节 ), 那 么 rc 人 Ar 具有 整数 周期 . 


第 6 章 Hodge 定理 


在 本 章 中 , 除非 另 有 说 明 ，M 将 表示 一 个 紧 定 向 的 n 维 Riemann 流 形 . 我 们 
2 

将 会 看 到 通常 的 Laplace 算 子 (DDD 廊 有 一 种 推广， 将 它 推广 成 微分 形式 上 的 
算 子 A， 称 为 Laplace-Beltrami( 拉 普 拉 斯 -贝尔 特 拉 米 ) 算 子 . 本 章 的 主要 目标 是 
要 证 明 Hodge( 霍 奇 ) 分 解 定 理 ， 这 个 定理 说 明 方程 Aw = a 在 M 上 的 光滑 p 次 形 
式 中 有 解 w 当 且 仅 当 p 形式 a [ 按 E?(M) 上 的 一 种 适当 内 积 ] 正 交 于 (那些 使 
Ay = 0 的 ) 调 和 p 形式 构成 的 空间 . 从 Hodge 分 解 定理 将 会 推出 在 每 一 个 de 
Rham 上 同调 类 中 存在 一 个 唯一 的 调和 形式 . 作为 另 一 个 简单 应 用 , 将 得 到 de 
Rham 上 同调 的 Poincare 对 偶 定 理 ， 而 且 由 此 得 出 实 奇异 上 同调 的 Poincare 对 偶 
定理 . 为 了 证 明 Hodge 定 理 , 利用 Fourier 级 数 作为 基本 工具 给 出 椭圆 算 子 局 部 理 
论 的 一 个 完备 而 自封 的 论述 . 本 章 末 的 习题 将 讨论 Laplace-Beltrami 算 子 的 特征 
函数 及 其 在 证 明 Peter-Weyl 定理 中 的 应 用 . 


1 Laplace-Beltrami 算 子 


6.1 定义 (从 4.10(6) 和 第 2 章 习 题 13) 回想 到 有 线性 算 子 * 对 M 上 的 每 个 
Pp 形式 指派 一 个 (np) 形式 而 且 满 足 


(1) 本 站 一 (一 ])PO -下 ). 
定义 一 个 从 p 形式 到 (pz-1) 形 式 的 算 子 6 为 
(2) 6 = (一 D?(P+DHL rd*. 


在 0 形式 上 ，6 就 是 零 线性 泛 函 , 将 Laplace-Beltrami 算 子 A (简称 Laplace 算 子 ) 
定义 为 

(3) A= 5d+d6， 

那么 对 于 每 个 p(0<p<n), 它 是 刀 (M) 上 的 一 个 线性 算 子 . 在 ea 上 , 即 在 
Euclid 空间 及" 中 的 Ce 函数 上 , Laplace 算 子 就 是 算 子 ( (六 碎 验证 工作 留 


， 
所 8 
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给 读者 作为 习题 . 同样 ,验证 Laplace 算 子 与 * 算 子 交 换 ， 即 
(4) *A=A* 


也 是 一 个 简易 习题 . 
把 M 上 的 p 形式 构成 的 向 量 空间 E?(M) 中 的 内 积 定义 为 


(5) (0,8)= 人 aeAxB， amBe E?(M), 

并 且 将 相应 的 范 数 记 为 lal. 从 第 2 章 习题 13 的 式 (6) 可 知 ， 式 (5) 中 定义 的 双 线性 
形式 实际 上 是 对 称 的 和 正定 的 . 对 于 0< p<n, 仅 通 过 要 求 各 个 B?(M) 是 正 交 的 
就 能 把 内 积 (5) 扩 张 成 直 和 》、BP(M) 上 的 内 积 . 


p=0 


6.2 命题 5 是 d 在 DB?(M) 上 的 伴随 算 子 , 即 
p=0 


(1) (da B) = (a, 68). 


证 明 ”由 线性 性 和 E?(M) 的 正 交 性 , 证 明 可 归结 为 考虑 a 是 一 个 (p-1) 形 式 
和 BB 是 一 个 bp 形式 的 情况 . 在 这 种 情况 下 ， 
(2) d(a A*B)=da A#B+(—1)" aAd*p 
=da A*B — a A*6B. 


通过 在 M 上 对 两 边 积 分 并 且 对 左边 应 用 包含 在 定理 4.9 的 系 中 的 Stokes 定理 的 特 
殊 情 况 , 得 到 


(3) 0= 人 da A*B 一 aAx6B)= (da6) — (a 68). 
从 而 
(4) (da,B) = (a0, 66). 
系 人 是 一 个 自 伴 算 子 , 即 
(5) (AamB)=(mAp) (oa,Be Br(M):0<p<n). 


6.3 命题 Aa 二 0 当量 仅 当 da =0 和 6a =0. 
证 明 显然 车 da =0 和 6a = 0, 则 Aa =0. 由 于 
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(1) (Aama) =((d§ + 6d)a,a) = (6a,60) + (da,da). 


因而 车 Aa =0, 则 da =0 且 ba=0. 
系 ， 紧 连通 的 定向 Riemann 流 形 上 仅 有 的 调和 函数 (Af = 0) 是 常 函 数 . 


2 Hodge 定理 


6.4 定义 邻 A* 表 示 Laplace 算 子 在 E?(M) 上 的 伴随 算 子 . 当然 这 个 算 子 
恰好 是 人 本身, 因为 Laplace 算 子 在 EB?(M) 上 是 自 伴 算 子 , 而 且 通 常 对 A 与 A 人 * 
不 加 区 别 . 然而 对 于 下 列 定义 中 的 形式 来 说 这 种 差别 是 重要 的 . 

我 们 对 于 求 出 方程 Aw = a 存在 解 w 的 充 要 条 件 感 兴趣 . 设 w 是 Aw = a 的 
一 个 解 ， 那么 对 所 有 p € E?(M)， 


(1) (Aw,y) = (a,9), 
这 说 明 对 所 有 p e BE?(M)， 
(2) (%,A'yp) = (ap) 


受 式 (2) 启 发 , 可 以 把 Aw = a 的 解 看 作 E?(M) 上 的 某 种 类 型 的 线性 泛 函 ， 即 通过 
(3) (8) = (w,8), 


由 决 定 怒 (M) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 4; 而 且 鉴 于 (2), 泛 函 ! 对 于 所 有 pe BE?(M) 
满足 


(4) lA’y) = (a,y). 


对 于 解 的 这 种 观点 倒是 极其 有 用 的 ， 因 为 它 允 许 把 泛 函 分 析 的 各 种 方法 和 技巧 应 
用 于 求解 方程 Aw = a 的 问题 . 把 这 样 的 线性 泛 函 称 为 Aw = ca 的 弱 解 ， 即 
Aw = a 的 一 个 弱 解 是 一 个 对 所 有 we E?(M) 使 得 


(5) lA’y)= (a,p) 


的 有 界线 性 泛 函 1: E?(M) 一 及 . 以 后 , 将 论述 在 Euclid 空间 中 的 开 集 上 定义 的 
一 般 偏 微分 算 子 工 的 弱 解 ， 而 且 代替 式 (5) 中 人 A* 的 将 是 工 的 形式 伴随 算 子 书 ( 见 
6.24(3) 和 6.31). 

由 式 (3)，Aow = a 的 每 个 常 解 we E?(M) 决 定 一 个 弱 解 . 本 章 前 面 的 主要 成 
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果 是 证 明正 则 性 定理 ， 而 该 定理 说 明 上 述 结论 的 逆 成 立 ， 即 每 个 弱 解 反 过 来 也 决 
定 一 个 常 解 . 证 明 这 个 逆 命 题 的 主要 步骤 是 要 证 明 如 果 ! 是 Aw = a 的 一 个 弱 解 ， 
那么 在 有 一 个 形式 we E?(M) 使 得 式 (3) 成 立 的 意义 下 , 1 由 一 个 光滑 形式 w 表示 . 
于 是 形式 w 是 一 个 常 解 可 从 下 列 事实 得 出 : 


(6) (Aw,B) = (w,A*B) =1(A°B)= (ap). 


对 所 有 6 e E?(M) 成 立 , 而 这 蕴涵 着 Aw = a. 

6.5 ”正则 性 定理 令 ae E?(M), 令 1 是 Aw=a 的 一 个 弱 解 , 那么 存在 
w € E?(M) 使 得 对 一 切 8 e E?(M)， 

48) = (w,8), 
所 以 Aw = a . 

暂且 假定 定理 6.5 和 下 面 的 定理 6.6 成 立 . 

6.6 定理 今 {a,} 是 M 上 的 一 个 光滑 p 形式 序列 使 得 |ow<c 和 |Aaj<e 
对 所 有 nn 和 某 个 常数 c 成 立 , 那么 {a} 有 一 个 子 序列 是 B?(M) 中 的 一 个 Cauchy 
序列 . 

后 面 将 从 由 6.15 节 开头 的 那个 单元 开始 为 证 明定 理 6.5 和 定理 6.6 作 必 要 的 
准备 , 并 且 最 终 在 6.32 节 和 6.33 节 分 别 回 到 定理 6.5 和 定理 6.6 的 证 明 上 . 这 其 
间 将 假定 这 两 个 定理 已 被 证 明 而 着 手 解决 Hodge 定理 . 

6.7 定义 令 


上 H? = {we Er(M): Aw = 0}, 
并 目 将 H? 的 元 素 称 为 调和 p 形式 . 

6.8 Hodge 分 解 定理 ”对 于 每 个 整数 p(0< p<n)，H? 是 有 限 维 的 , 而 且 有 
下 列 关 于 M 上 的 光滑 p 形式 空间 E?(M) 的 正 交 直 和 分 解 : 


(1) E?(M)= A(E?)@® H? = dé(E?)@6d(E?)@®H? 
=d(B”)@6(E"")@H?. 


因而 , 方程 Aw = a 有 解 we E?(M) 当 上 且 仅 当 p 形 式 a 正 交 于 调和 p 形式 空间 . 
证 明 如果 H? 不 是 有 限 维 的 , 那么 H? 就 会 包含 一 个 规范 正 交 的 无 穷 序 列 . 
但 是 由 定理 6.6, 这 个 规范 正 交 序列 将 包含 一 个 Cauchy 子 列 , 而 这 是 不 可 能 的 . 
因而 H? 是 有 限 维 的 . 
只 需 证 明 式 (1) 中 第 一 行 的 分 解 即 可 ， 因 为 到 那 时 式 (1) 的 其 他 两 行 就 可 由 
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6.1(3), 6.2 节 和 6.3 节 得 出 . 
令 …, 由 是 责 ? 的 一 个 规范 正 交 基 , 那么 任意 的 形式 ae E?(M) 能 唯一 地 
写成 


(2) a=B+》> (ww)ui 
i=1 
其 中 ，B 在 (H?)+ 中 , 这 是 由 正 交 于 H? 的 所 有 元 素 组 成 的 B?(M) 的 子 空间 . 因 
而 有 一 个 正 交 直 和 分 解 
(3) E’(M)=(H") @H?. 


下 面 通过 证 明 (H?)+ = A(E?) 来 证 明定 理 . 令 五 表示 E?(M) 到 HH? 上 的 投影 算 子 
使 得 H(a) 是 a 的 调和 部 分 . 
现在 A(E?)C(H?)+. 因为 若 we EB? 且 ae H?, 那么 


(Aw,a) = (w, Aa) = 0. 


反 过 来 , 可 以 断言 (8?)+ C A(B?), 为 了 证 明 这 一 点 , 首先 需要 下 述 不 等 式 . 

可 以 断定 有 一 个 常数 c>0 使 得 对 于 所 有 BE (H?)+， 
(4) lel sclAAl. 
如 车 不 然 , 那么 存在 一 个 序列 B; e (8?)+ 适 合 | 上 8 证 =1 而 且 |AB| 一 0. 由 定理 6.6， 
Bj 的 一 个 子 序列 是 Cauchy 序列 , 为 了 方便 ,不妨 假设 它 就 是 {6)} 自身 . 因而 对 
于 每 个 EB?(M), 极限 lim(B;,) 存 在 . 通过 对 每 个 we B"(M), 填 


(5) (WD)= Jam 人 Bi 对 


而 定义 B?(M) 上 的 一 个 线性 泛 函 . 由 于 1 显然 是 有 界 的 , 而 且 


(6) AA) = lim(B, Av) = lim(ABj,v) =0, 


因而 1 是 AB = 0 的 一 个 弱 解 . 由 定理 6.5, 存在 B e E?(M) 使 得 1(w) = (B,)， 所 
以 所 一 8. 因为 |8 省 =1 和 B;e (8H?)+， 由 此 可 知 | 上 8|=1 且 Be (8?)+. 但 是 由 
定理 6.5，AB = 0, 所 以 8 e H?, 这 是 一 个 矛盾 . 因而 (4) 得 证 . 

于 是 用 (4) 来 证 明 (H?)+ Cc A(E?). 令 ae(H?)+. 通过 对 所 有 we E?(M)， 


令 
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(7) APD) = (0,9) 
来 定义 A(E?) 上 的 一 个 线性 泛 函 1. 那么 1 是 完全 确定 的 . 因为 若 Am = Ay,， 则 
一 p2 EH?, 从 而 (a,yi 一 yo) =0, 而 且 1 还 是 A(B?) 上 的 有 界线 性 泛 函 . 因为 
令 pe E?(M), 令 由 = yp 一 H(p), 那么 利用 (4), 得 到 
(8) Ap = IAW =Ke, wl < tallyl 

< clallAvl|= clollAyl. 
由 Hahn-Banach 定理 % "下 ,1 能 够 扩张 成 BE? (M) 上 的 有 界线 性 泛 函 . 因而 ! 是 
Aw = a 的 一 个 弱 解 . 由 定理 6.5, 存在 we E?(M) 使 得 Aw = a. 因此 
(9) (H?) = A(E?). 
于 是 Hodge 分 解 定 理 得 证 . 

6.9 ”定义 ”通过 令 G(a) 等 于 Aw=a-H(a) 在 (H?): 中 的 唯一 解 来 定义 
Green 算 子 ，G : E?(M) -> (H?)+ . 留 给 读者 作为 习题 来 证 明 G 是 一 个 有 界 自 伴 
线性 算 子 ， 而 且 它 把 有 界 序列 映射 成 为 具有 Cauchy 子 列 的 序列 . 

6.10 命题 G 与 d,6 以 及 A 都 可 交换 . 事实 上 , 任何 一 个 与 Laplace 算 子 人 
交换 的 线性 算 子 均 可 与 G 交换 . 

证 明 例如 ,对 于 了 : BP(M) 一 E?(M) ,假设 TA=AT . 令 mur): 表示 


2(M) 到 (H?)+ 上 的 投影 . 由 定义 ，G= {A| ur 】 om 由 于 TA = AT 区 


涵 着 T(H?) CH?; 又 因为 (8?)+ = A(B?) , 这 北 涵 着 了 ((8?)+)c (H+ . 由 此 
可 知 


() T omy = Ney oT, 
而 且 在 (H?)+ 上 ， 

(2) To(Aleary)= (cl jsr， 
因此 在 (8H?)+ 上 ， 


(3) To(Almy) =- 人 (le Br. 
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从 (1) 和 (3) 可 知 G 与 交换 . 

6.11 定理 紧 定向 Riemann 流 形 M 上 的 每 个 de Rham 上 同调 类 包含 一 个 
唯一 的 调和 表示 . 

证 明 令 a 是 M 上 的 一 个 任意 p 形 式 . 从 Hodge 分 解 定理 和 Green 算 子 的 定 
义 , 得 


(1) a= déGa+é6dGa+ Ha. 
因为 由 命题 6.10, G 与 d 交换 , 所 以 有 
(2) a = dGat+éGda+Ha. 


因而 若 a 是 一 个 闭 p 形式 , 则 
(3) a= dGat+ Ha. 


所 以 Ha 是 一 个 与 a 在 同一 个 de Rham 上 同调 类 中 的 调和 p 形式 . 如 果 两 个 调和 
形式 和 as 相差 一 个 恰当 形式 dB , 那么 有 


0=d8+(a 一 oo). 
但 是 dB 与 (an - ao) 是 正 交 的 , 因为 
(dB,a — 02) = (6,6m — 602) = (6,0) = 


因而 dB = 0 且 o = az . 从 而 在 每 一 个 de Rham 上 同调 类 中 有 唯一 的 调和 形式 . 
系 ” 紧 定向 微分 流 形 的 de Rham 上 同调 群 全 都 是 有 限 维 的 . 
证 明 ”因为 任何 可 微 流 形 都 能 装备 一 个 Riemann 度量 (第 1 章 习题 23 ), 因 
此 本 系 立 即 可 从 定理 6.11 和 调和 形式 空间 #8? 的 有 限 维 性 质 (6.8 节 ) 得 出 . 
6.12 令 M 是 一 个 n 维 紧 定 向 可 微 流 形 , 令 p 和 消 分 别 是 代表 B&R(M) 中 的 


上 同调 类 {yp} 和 H3.(M) 中 的 上 同调 类 {w} 的 闭 形式 , 而 且 通 过 置 
@Y (teh{W})— fpry 
定义 一 个 双 线 性 函数 

@ Hn(M)x HER(M) — R. 


注意 到 双 线 性 映射 (1) 是 完全 确定 的 . 例如 , 若是 de Rham 上 同调 类 { yp } 的 另 
一 个 代表 , 那么 p, = p+ dé 对 于 某 个 形式 成立 , 而 且 由 包含 在 定理 4.9 的 系 中 
的 Stokes 定理 的 特殊 情况 , 有 
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(3) farv= frrvt+f dAy 
= few+ faerD= fo pa 


还 要 注意 到 ,由 其 定义 ， 双 线性 函数 (1) 依 赖 于 M 上 的 定向 . 
6.13 ”定理 (n 维 紧 定向 流 形 M 的 de Rham 上 同调 的 Poincaré 对 偶 ) 双 线 
性 函数 6.12 ( 1 ) 是 一 个 非 奇异 配对 ， 因 而 决定 BR COM) 跟 HR(M) 的 对 偶 空间 


之 间 的 同 构 : 
(1) HacR(M) (His a(M)Y. 


证 明 给 定 了 一 个 非 零 的 上 同调 类 {p} e H4。n(M), 必须 找 出 一 个 非 零 上 同 
调 类 {y} e HR(M) 使 得 ({wp},{w}) = 0. 在 M 上 选取 一 个 Riemann 结构 . 根据 
定理 6.11, 可 以 假定 2 是 {p} 的 调和 代表 . 因为 上 同调 类 fp} 不 为 零 , 所 以 yp 不 恒 
为 零 . 因为 *A = A*, 由 此 可 知 kp 也 是 调和 的 ， 因 此 由 命题 6.3， 它 是 闭 的 ， 因 而 
*p 代表 一 个 上 同调 类 {wp} e 84 让 (M). 于 是 


O) (eteD)= [pAxp =hel <0. 
M 


因而 配对 6.12 (1) 是 非 奇 异 的 , 而 且 同 构 (1) 从 定义 2.7 得 出 . 

系 ”如果 M 是 一 个 n 维 紧 定 向 连通 微分 流 形 , 那么 HR(M) 宕 及 

6.14 评注 除了 不 仅 允 许可 微 单 形 而 且 允许 M 上 的 所 有 连续 单 形 之 外 , 实 
连续 奇异 同调 群 H,(M; 民 ) 恰 好 像 在 4.16 节 那 样 定义 . 同 构 5.37(1) 就 像 对 于 可 微 
理论 那样 对 于 连续 情况 也 成 立 . 通过 将 定理 6.13 与 de Rham 定理 5.36 结合 、 与 
M 的 可 微 上 同调 和 连续 实 奇异 上 同调 的 标准 同 构 5.32(5) 结 合 、 以 及 与 连续 实 上 同 
调和 同调 的 同 构 5.37(1) 结 合 , 则 得 出 M 的 实 奇异 上 同调 与 实 奇异 同调 之 间 的 
Poincare 对 偶 : 


(1) HR(M;R) Hs(M;R). 


3 若干 演算 
下 面 发 展 对 于 证 明定 理 6.5 和 6.6 所 需要 的 工具 和 方法 . 
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6.15 记号 本 章 使 用 多 重 指标 记号 a = (au,…,an), 其 中 是 整数 . 令 |al 
表示 a 的 通常 Euclid 范 数 ， 即 


(1 lol= (oo 
而 且 如 果 a 都 是 非 负 的 , 那么 令 

(2) [lal= am 十 …+an-. 

如 果 a 和 都 是 整数 m 元 组 , 那么 

(3) 六 = 全 人， 

其 中 令 0 = 1. 用 z 表 示 R" 的 第 ;个 标准 坐标 函数 ， 并 且 令 
(4) z= (ze zn). 


对 于 每 个 非 负 整 数 的 n 元 组 a , 将 a 阶 导 数 算 子 D? 定义 为 


oa] [al 
(5) Du= | Ou 


| 
i) Orn .Orm 


其 中 ，i = V-1 (附加 关于 i 的 因子 , 以 后 将 是 方便 的 ). 

令 多 表示 由 在 RR*" 上 定义 而 在 复 m 维 空间 C" 中 取 值 并 且 按 每 个 变量 都 以 2 
为 周期 的 C0™ 函数 组 成 的 复 向 量 空间 . 建议 读者 在 初次 阅读 本 节 时 不 妨 假 定 m 为 1， 
因为 这 种 情况 包含 了 全 部 基本 思想 而 且 计 算 比 较 简单 . 下 面 将 适当 编排 记号 以 使 
得 对 于 一 般 mn 基本 相同 , 这 是 关于 记号 的 一 点 提示 . 如 果 ”Y,B E C", 那么 用 7:B 
表示 Hermite 积 mB 十 … 十 YmBm. 车 m 恰 巧 是 1, 那么 YB 就 表示 6 . 伴随 范 
数 记 为 |y|. 

如 果 y,we 多 ,那么 pp: 少 是 复 值 函 数 , 它 是 p 和 的 Hermite 积 ， 即 


(6) pp= PP + mm. 
令 叫 表示 实 值 函 数 
(7) MI= (wD. 


如 果 pe 而 f 是 R" 上 的 一 个 复 值 C” 周 期 函数 ( 所 有 周期 始终 为 2"), 那么 pf 
表示 多 的 一 个 元 素 ， 它 的 第 ;个 分 量 函 数 是 wif ， 即 
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(8) pf = (pf,…, pmf)- 
令 Q CR" 是 开 立 方 体 
(9) Q={p€ER":0<z(p)<2ni=b…,n}. 
下 面 将 在 上 引进 若干 个 不 同 的 范 数 . 用 | 中 表示 世 在 @ 上 的 通常 己 范 数 
即 
1 1/2 
(10) Whna(Jv dd) ， 
并 且 用 (wy) 表示 疡 内 积 
El 
(GD (0) = By 
用 上 表示 少 的 一 致 范 数 
(12) 人 yl。 = suplyl. 
Q& 
6.16 关于 Fourier 级 数 的 若干 事实 若 p e 且 & =(&4…,6), 其 中 ，é&; 
都 是 整数 ,那么 第 上 个 Fourier 系数 pe e C” 定义 为 


1 


(1) Pe 一 Cr 


人 eeredz 
其 中 ,zm6 十 ++ 
首先 要 证 明 p 的 Fourier( 传 里 时 ) 级 数 we .ee 一 致 收 全 于 p. 给 定 一 个 整 
€ 


数 k>0. 由 分 部 积分 重复 积分 式 (1) 即 微分 p 和 积分 e “< ， 而 且 注意 到 有 界 项 消失 ， 
因为 被 积 函数 是 周期 函数 ， 则 有 一 个 常数 c 依赖 于 pp 及 其 至 多 到 2nk 阶 的 导数 使 
得 


2 < he 

(2) [ecl TI 

对 所 有 去 0 成 立 , 其 中 ,， [表示 所 有 非 零 & 之 积 . 由 此 可 知 ， 有 一 个 常数 c。 
使 得 对 所 有 & 


3 和 < 一 全 . 
世 lal< ry 
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现在 来 考虑 级 数 (1L 二 |)“ 的 收敛 问题. 若 令 
二 


(4) 5; = {=(&,…,6): maxlé|= 办 ， 


1<ign 


那么 5 的 元 素 个 数 至 多 是 2n(2j +1)"”!, 而 且 对 于 每 个 Ee 5,, | 六 > 瑚 ， 所 以 对 
了 >1， 


1 2nQI+ DY un 2 
5 = ee 
并 名 下 全 (+ 


其 中 , c 是 一 个 只 依赖 于 n 的 常数 ， 所 以 


(6) Dn 1+ < 1+ 元 二 


e+ 本 et 


因而 对 于 1+2k 一 n>1， 级 数 世 (1+|#F) 收敛, 或 者 说 ,对 于 
€ 
0 +> 国 + 
2 


级 数 沁 (1+| 外 ) “收敛 ,其 中 ，[n/ 引 表示 小 于 或 等 于 n/2 的 最 大 整数 . 读者 可 
€ 


用 积分 检验 法 得 到 同样 的 结论 , 这 将 是 一 个 有 趣 的 练习 . 
从 (3) 可 知 ,如 果 像 在 (7) 中 那样 取 k > [n/2]+1， 那么 Fourier 级 数 


(8) De” 
党 


一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 多 可 以 断言 $= yp. 这 当然 是 由 于 三 角 函 数 系 的 完备 
性 , 而 且 可 以 从 Stone - Weierstrass 定理 '*» 总 推 出 如 下 . 令 风 =p 一 8, 令 teEF 
是 一 个 三 角 多 项 式 , 即 t 是 形 如 ace**(ae e C”) 的 项 的 一 个 有 限 线性 组 合 , 那么 
因为 Pp 和 多 具有 相同 的 Fourier 系数 ,所 以 


(9) 0 


现在 若 给 定 = > 0, 则 由 Stone-Weierstrass 定理 就 有 一 个 三 角 多 项 式 te 使 得 
必 一 引 。< =. 因而 利用 (9)， 
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(10) fwd < ee hl. 


所 以 人 加 < a. 但 由 于 e > 0 是 任意 的 而 且 少 是 连续 的 , 所 以 y=0. 从 而 一 个 C” 
周期 函数 yp 的 Fourier 级 数 一 致 收 化 于 yy， 


(11) yl7)= Pee 
由 分 部 积分 可 得 Dey 的 第 个 Fourier 系数 是 EP …é%ye ,因而 
(12) Dep(z) = 2 
从 式 (10) 和 三 角 函 数 系 的 正 交 性 ,得 到 Parseval 恒等式 : 
(13) [ef = Qn hel 、 
将 式 (13) 应 用 于 Dp , 则 得 到 
044) lp"sf = 艺人 le 


从 式 (14) 可 知 ,给 定 一 个 非 负 整数 t 则 有 一 个 大 于 零 且 只 依赖 于 t 和 n 的 常数 c， 
使 得 


t 2 
(15) cS + KP) lee < 站 |p*ol < Doar) poe. 
€ laj=0 € 
6.17 ”Sobolev 空间 及 ， 令 8 表示 由 Cm 中 以 整数 nn 元 组 & = (61…,&,) 标 记 
的 所 有 复 向 量 序列 构成 的 复 向 量 空间 . 因而 车 u€ 8, 则 w= {uc}, 其中，¢ 遍历 
所 有 整数 n 元 组 而 且 其 中 的 每 个 ue Ee C". 对 于 每 个 整数 s ( 正 的 、 负 的 或 
零 ) Sobolev ( 索 伯 列 夫 ) 空间 瓦 ,是 由 
(1) = | 
€ 


定义 的 8 的 子 空间 . 从 Schwarz 不 等 式 可 得 
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2 


(2) 0 + [gl 0 “ve 


< 


Sa+kpy ba 十 | My ; 


因此 每 当 式 (2) 右 边 的 每 个 数 为 有 限时 ， 则 式 (2) 左 边 是 有 限 的 . 因而 可 以 定义 HH， 
上 的 内 积 为 


(3) (wo0), = D+IEP) we we. 
3 


伴随 的 范 数 为 
(9 ul, = (wa 


从 式 (2) 还 可 以 得 出 , 当 we 所 ,ve H, 时 (w 功 , 存 在 ,其 中 (t 十 才 /2=s. 

因为 及 只 是 一 个 也 空间 , 其 中 的 测度 空间 是 所 有 整数 n 元 组 é 的 集合 , 而 且 
测度 就 是 以 (1 十 |6)* 为 权 的 计数 测度 ， 由 此 可 知 及 是 一 个 Hilbert 空间 . 

我 们 可 以 通过 对 每 个 整数 4 置 


(5) (K'w)e = (二 长? 


而 定义 8 上 的 一 个 线性 变换 Kt. 
最 后 ,通过 使 每 一 个 pe 多 与 其 Fourier 系数 序列 相伴 而 将 与 8 的 一 个 子 
空间 等 同 . 鉴于 6.16(12), 可 以 通过 置 


(6) (Drw)e = €°ue 


而 将 导 算 子 D* 从 扩张 到 整个 8 上 . 

不 等 式 6.16(3) 连 同 6.16(7) 说 明 另 一 个 可 微 函 数 是 它 的 Fourier 系数 序列 在 其 
中 的 Sobolev 空间 的 更 大 阶 数 s. 特别 地 ,对 于 每 个 s 。 宛 C 有 ,. 而 且 , 在 每 个 
五 , 中 是 稠密 的 ， 因 为 使 得 除了 有 很 多 个 之 外 全 部 wu 为 零 的 每 个 ue ,属于 儿 . 
可 把 Sobolev 空间 五 ,的 元 素 看 作 形 式 Fourier 级 数 或 “广义 函数 ”归功 于 Sobolev 
的 一 个 基本 引 理 说 明 : 如 果 对 于 充分 大 的 s ve H,, 那么 由 w 决定 的 形式 
Fourier 级 数 实际 上 收敛 于 一 个 具有 若干 依赖 于 s 的 导数 的 函数 . 这 个 引 理 在 证 明 
正则 性 定理 中 将 是 关键 步骤 之 一 ， 因 为 它 使 我 们 能 够 断定 ， 一 个 偏 微分 方程 的 属 
于 足够 高 阶 Sobolev 空间 的 广义 解 是 一 个 实际 解 . 

及 ,空间 的 一 些 显著 特征 被 收集 在 下 列 定理 中 并 且 被 分 成 (a) ~ (j) 诸 款 而 分 别 
述 之 . 
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6.18 ”定理 


(a) 令 * 是 一 个 非 负 整数 , 则 有 常数 c 和 c ,最 多 依赖 于 s 和 n, 使 得 对 所 有 
pv EF, 


0 chal, < Tprg) < ela, 
[aE0 
而 且 对 s = 0 的 情况 , 实际 上 对 所 有 yp e 均 有 恒等式 


(2) ll = llo-: 


(b) 如 果 t<s, 那么 | < 上 ,因此 五, c 本 .从 而 所 有 整数 s 上 的 空间 区 
之 并 是 8 的 一 个 子 空间 , 把 它 记 为 H_、. 

(c) 对 于 每 一 个 s, 都 是 有 H, 的 一 个 稠密 子 空间 . 

(d) K' 是 从 甩 到 万 , 2, 上 的 等 距 同 构 , 并 且 以 K-! 为 逆 ， 
(3) lul, = | 5 


而 且 生 将 映射 为 史 . 车 pe 上 且 t>0, 那么 


Nk SN 0 l 
而 且 对 所 有 s 和 
(5) (wo), = (uw Kw, = (Ku ve wvEH,. 


(e) Schwartz( 施 瓦 兹 ) 不 等 式 ” 如 果 w € 万 ,,, ，v € 有 H,,, 那么 
lw vs|< 人 |- 
() 如 果 ue 及 ,4 ,那么 
Ke) 
二 


hu = Sp 


(g) “Peter-Paul” 不 等 式 ”给 定 整数 {<t<t 坟 和 se > 0, 则 有 常数 c(e) > 0 
使 得 对 所 有 we Hs， 


halk < ev + ee) lal. 
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(虽然 道德 被 扭曲 ,但 是 鉴于 跟 (b) 款 相 比 ， 将 此 不 等 式 称 为 Peter-Paul( 彼 得 - 泡 尔 ) 
不 等 式 , 在 这 里 , 把 ( ll，) 给 予 Paul, 是 为 了 剥夺 Peter 的 ( |ul,)， 而 不 剥夺 


Peter 给予 Paul). 
(h) 对 于 每 个 s D" 是 从 及 ,wo 到 瓦 的 有 界 算 子 , 实际 上 ， 


op" 中 < hal 


对 所 有 we 及 ,so 成立. 


(i) 令 w 是 R" 上 的 一 个 C” 复 值 周期 函数 , 那么 给 定 一 个 整数 s, 则 有 正 整 
数 c 和 c'， 其 中 ,ce 只 依赖 于 s 和 n, 而 c' 不仅 依赖 于 s、n， 而 且 依赖 于 w 及 其 导 
数 , 使 得 对 于 pe 多， 


(0) ll, < ell ll, + e hol 
特别 地 ， 有 一 个 依赖 于 w , s 和 n 的 常数 "使 得 
(7) lpl, se lel， 


所 以 由 连续 性 , 乘 以 w 的 乘法 能 够 扩张 成 H, 上 的 一 个 有 界 算 子 . 


(j) 令 w 是 R" 上 的 一 个 C” 复 值 周 期 函数 . 那么 给 定 一 个 整数 s, 就 有 一 个 
正常 数 c, 使 得 对 每 个 u,v € H, ， 


(8) (es), = (00),| < lhl hol + els hol) 
对 于 s=0 的 情况 , 有 
(9) (wu 0)o = (Ww Do)o . 


证 明 不 等 式 (1) 可 从 6.16(15) 和 下 列 的 事实 得 出 : 当 a,…,a, 为 正 数 时 ， 有 


2 
(10) iye, 


等 式 (2) 就 是 Parseval 恒等式 6.16(13). 

(b) 款 是 明显 的 . 6.16(3) 对 于 每 个 整数 k>0 成 立 蕴 涵 着 每 当 pe 时 ， 
{pej es HH,, 而 且 就 像 在 紧 接 在 上 一 定理 后 面 的 评述 中 已 指出 的 那样 ， 多 在 五 ,中 ， 
因为 使 得 w 除 有 限 多 个 以 外 全 为 零 的 ue ,属于 多. 


(d) 款 中 的 恒等式 (3) 和 (5) 是 显然 的 . 从 紧 接 6.17(4) 的 评注 可 知 内 积 是 完全 确 
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定 的 . 令 pe ,有 Kip = {(1+| 引 pe}. 从 6.16(3) 和 6.16(7) 以 及 存在 不 等 式 


(11) é* < + 
的 事实 得 知 , 级 数 
(12) Take) pe 
€ 
和 它 的 所 有 形式 导数 
(13) Dorf) ve": = 开 ee(+ 轩 Jeer 
€ € 


一 致 收敛 . 因而 级 数 (12) 收 敛 于 一 个 C” 周 期 函数 且 因 此 是 多 的 一 个 元 素 . 因此 
K'! 将 多 映射 成 史 . 对 于 (4， 只 需 注 意 到 右边 的 第 上 个 Fourier 系数 等 于 
Q + leP)pe: 
Schwartz 不 等 式 (e) 无 非 就 是 6.17(2). 从 (e) 可 得 
Me> op a 


为 了 证 明 (fj) 中 的 等 式 , 令 v = Ku, 那么 由 (d)， 


ju 人 坟 


bal hol 
为 证 明 Peter-Paul 不 等 式 (g), 首先 注意 ,对 于 任何 正 数 y, 


[a 
(14) 1<y + 四 , 
y 


因为 1 或 者 了 大 于 等 于 1. 如 果 在 (14) 中 令 
y= ee -004+| 引 )， 
那么 得 到 


(CE 
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由 此 式 , Peter-Paul 不 等 式 成 立 , 并 且 
ca)= et 
(h) 中 的 不 等 式 从 不 等 式 (11) 得 出 . 


在 (i) 款 中 , 不 等 式 (7) 可 从 (b) 款 和 不 等 式 (6) 直 接 得 出 . 为 证 明 不 等 式 (6), 首 
先 考虑 s > 0 的 情况 , 令 p e ,那么 通过 应 用 (1), 得 到 


logl, < eonst 3 Jprol 
[aEo 
< const 3 |ep*y| 十 const bp |prwp 一 wpey| 
[aF0 {lao 


s—l 

< cl lpl, + const 2 [pyl 
lof=0 

< co hel, +clel 


在 第 三 步 中 使 用 了 D*ww - wD?p 只 包含 yp 的 直到 [a] 一 1 阶 的 导数 这 一 事实 . 对 
于 s<0, 有 


(15) legk = (opop》 = (wK™ Kp, K’wgp)o 
= (KK p, Kwp)o + (wR — Kw)Kp, Kewp)o 


-20-1 
> oD Ky, Kwp 
EE 


其 中 ，a。 是 w 的 导数 的 组 合 . 由 (i) 中 的 s > 0 的 情况 得 到 


< [Ca wK'y, Kwp)l + 


0 


(16) x wkK'p,K op = (ex ‘pK ‘wp) ,| < lex |, | we| 
<(chls hed, + ele lle,) 
= (cl kel, + hel, le- 


对 于 式 (15) 的 最 后 一 项 ,有 
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< const 计 i DK’yp,K’ wp)l 
a0 


(17) 信 aaD! oop) 
laEo 


< const > lorweg, 


Kw, 
< const 2 | |, |e: 
,le 


< constlpl,_ 1 lwpl,: 


< const 


| 


这 样 一 来 , 对 于 s < 0, 式 (6) 可 从 (15) ~ (17) 得 出 . 
只 要 在 HH 的 稠密 子 空间 上 证 明 (j) 款 中 的 式 (8) 和 式 (9) 就 足够 了 . 注意 到 ， 
从 式 (2), 即 在 上 工 ; 范 数 恒 等 于 Sobolev 范 数 | 上， 可 立即 得 到 式 (9). 令 


pW EE .来 考虑 在 式 (8) 中 s 为 负 的 情况 . 利用 (d) 款 和 等 式 (9), 得 到 
(wp,y), = (WK K’y, KW)o 
=(K™ Kp iK Yo = (K'y, K wR"Y)o 
= (pW) + (Kp,(K wiK KY)o. 
就 像 在 式 (17) 中 那样 ， 有 
上 ee 的 一 ap) < constlkpl, yl, 1: 
由 对 称 性 得 出 
om 一 人 ap) < constlyl el， 
从 而 式 (8) 对 于 s 为 负 的 情况 得 证 . 对 于 s 为 正 的 情况 证 明 是 类 似 的 . 于 是 定理 的 证 
明 全 部 完成 
6.19 差 商 如 果 p Ee 儿 , 那么 yp 经 元 素 heR" 的 平移 yp(z 十 hh) 的 第 E 个 
Fourier 系数 是 eltége ， 因 而 车 we 8, h € R", 那么 可 以 定义 4 经 hh 的 平移 是 元 素 
(1) Tu) = {e*tue} € 8. 
由 非 零 元 h 决 定 的 4 的 差 商 是 元 素 


ih€ 
(2) = | 2 E 阿 E8&. 
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因此 车 pe 多 ,那么 Ti(yp)(z)= 2(z+ 门 且 


hr _ 2(Z 十 内 一 2(2) 
9 (7)= 四 - 


注意 到 , 如 果 wu e HH,, 那么 
(3) [no =,, 
所 以 TL, 是 有 H, 上 的 一 个 等 距 同 构 . 因而 , 尤其 若 we 百 ， 那 么 对 于 每 个 h 同样 有 
ah e 甩 ,. 从 不 等 式 
(4) -JF 
网 | < 


et sinh.é] 204 — cosh.é) 
内 WW 
4sin’(h.€/2) 人 让 


了 2 
“全 和 (+ 癸 ) 


可 知 , 若 we ,4 ，, 那么 内 按照 s 范 数 是 一 致 有 界 的 . 事实 上 ， 


(5) he < hl: 
后 面 将 需要 它 的 如 下 首 

6.20 引 理 令 we 及 ,并 且 假定 有 一 个 常数 h 使 得 |u"】 <k 对 于 所 有 非 零 
的 成 立 , 那么 we Hy. 

证 明 ”对 于 每 个 正 整 数 N, 令 是 将 4 从 处 截 尾 而 得 到 的 也 的 元 素 ， 即 


| 
器 


ue El<N 


(1) (um)e 直 其 他 . 


只 需 证 明 |uwl,,, 是 一 个 致 有 界 的 . 令 (6,…,e,) 是 R" 的 标准 规范 正 交 基 ， 令 
h=tei, 那么 当 t 一 0 时 ， 


(2) 


因为 只 有 有 限 多 个 适合 le| < N， 又 因为 由 假设 


eel 
网 


gk, 


DD +p) uf 


kw 
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所 以 从 式 (2) 可 得 


re) lee] EP < 
KN 


从 而 un,s = 及 (G+) hue < nkz + ， 因 此 juwl ,是 一 致 有 界 的 ， 所 
<N 
MueH,n. 


6.21 对 于 每 一 个 we 及 _。 伴 之 以 级 数 ) uce*s . 极为 重要 的 是 怎样 得 知 这 
个 级 数 何 时 收敛 以 及 (收敛 时 ) 它 的 极限 的 可 微 性 如 何 ? 答案 由 下 列 归功 于 
Sobolev 的 引 理 给 出 . 


6.22 ”Sobolev 引 理 如果 t > 


n 


3|+1lueh,, 那么 级 数 uee™ 一 致 收 


敛 . 因而 对 于 上 > |=| 十 1, 每 个 ve HH, 均 对 应 一 个 连续 函数 . 
证 明 ”只 要 证 实 级 数 绝对 收敛 即 》 "|ue| < co 就 行 了 . 由 于 


区 
2 


Dhul= DD +) G+) hu 
El<N kN 


1 1/2 
.AD of oxy 
性 kw KN 


< 


1/2 
D+ Cn | 
Kh 


因而 结果 可 从 6.16(7) 得 出 . 

系 (a) 如 果 weH, 其 中 ，t>[n/2]+1+m, 那 么 对 于 [a]<m, 
Dw = 》 6oueere 一 致 收敛 . 因而 对 于 t 的 这 个 值 域 , 每 个 we 甩 , 对 应 一 个 C™ 
类 的 函数 》 ue. 

证 明 ”由 于 对 t>[n/2]+1+m,u€E 本 ,上 且 [a]<m， 所 以 从 6.18(h) 可 知 ， 
Dru € Htaj, 其 中 ，t 一 [a]>[n/2]+1. 因而 从 Sobolev 引 理 可 知 》)é*wuee'*< 
一 致 收敛. 由 于 这 个 级 数 是 级 数 ue 的 a 阶 “ 形 式 ”导数 , 因而 》 we 
是 0" 类 的 . 

系 (b) 从 引 理 6.22 的 证 明 可 知 ,如果 上 > [fn /3+1， 那么 就 有 一 个 常数 
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c> 0 使 得 车 pe 吧 , 则 

(1) lol selel, 
将 不 等 式 (1) 应 用 于 D?“p 并 且 利 用 6.18(h), 则 得 到 
O [peal < clelnar 


6.23 ”Rellich( 瑞 里 赫 ) 引 理 。” 令 {vw} 是 由 友 的 元 素 组 成 的 序列 并 且 适 合 
I <1. 如 果 s<t, 那么 {w'} 有 一 个 在 及 中 收敛 的 子 序列 . 


证 明 ”由 假设 
上 Tarkp) sl. 
大 
对 于 每 个 固定 的 & ， 序列 { 人 十 kP%2sd|} 的 元 素 都 以 1 为 上 界 ， 因 此 序列 
{Q+| 凶 7/2? 刀 } 有 在 C” 中 收敛 的 子 序列 . 由 通常 的 对 角 线 方法 ， 可 以 选取 一 个 


子 序列 fu]} 使 得 对 于 每 个 固定 的 E， 序列 (EE 中 收敛 . 可 以 断定 
{2} 是 Cauchy 序列 ,因此 车 s < 专 则 它 在 玉 , 中 收敛 . 令 e > 0 给 定 . 现在 ， 


@ -f= Ber 


+ 本 +) G+ 一 此 |， 
KEN 
其 中 的 第 二 个 和 式 有 下 列 上 界 : 
we orp le +) 


鉴于 式 (1), 此 式 科 4N26-9. 因为 s 一 t < 0， 所 以 能 够 通过 取 NN 充分 大 , 如 N=N。， 
而 使 得 4N2e-9 小 于 </2. 除 此 之 外 , 式 (2) 中 的 第 一 个 和 式 以 


(3) 5 a+r) le 
ls<No 
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为 上 界 ， 又 因为 在 这 个 和 式 中 只 有 有 限 多 项 而 且 对 于 每 个 固定 的 5E， 序 列 
《二 全 )W2 收敛 ， 所 以 有 一 个 常数 J>0 使 得 当 庆 和 夫 均 大 于 J 时, 就 有 式 (3) 
小 于 e/2. 因而 对 于 各 入 > 了 J， 有 |w7* 一 由 <。. 于 是 证 明 完成 


6.24 定义 ”R" 上 的 C" 值 的 0” 的 函数 上 的 ! 阶 (线性 ) 微 分 算 子 工 是 由 
mxm 算 阵 (Lj) 构 成 的 , 其 中 ， 


1 
0) b= 2 ogD°, 
IaFo 
并 且 虽 是 及 "上 的 C?% 复 值 函数 ， 而 且 至 少 有 一 个 ag 0 对 于 某 个 i,; 和 某 个 适合 
Ia] = ! 的 a 成 立 . 另外 ,如果 og 都 是 周期 函数 ,那么 微分 算 子 工 是 一 个 周期 微分 


算 子 , 或 者 上 的 算 子 . 
令 工 是 一 个 周期 微分 算 子 , 令 pe 并 且 具 有 分 量 函 数 yp…,ypnm, 那 公 


(2) Lp=|D jp, DD Lnp; |. 
i 了 
由 分 部 积分 可 知 ， 如果 由 
1 
(3) B= Da 
[aj=0 

定义 上 的 算 子 博 使 得 Lp 的 第 i 个 分 量 由 

m1 区 
(4) (Fy) = 9 Dr (iy,) 

和 0[aF0 


给 出 , 那么 按照 上 的 了 内 积 , 对 yp,wE ,有 
(5) (Lp,%) = (p,5Y). 


把 己 称 为 工 的 形式 伴随 算 子 . 在 这 里 用 “形式 ”一 词 来 强调 一 并 非 了 工 在 Hilbert 
空间 上 的 伴随 算 子 . 它 只 是 关于 多 上 的 王 内 积 的 伴随 算 子 . 

6.25 命题 令 工 是 22 上 的 一 个 1 阶 偏 微分 算 子 ,而且 令 s 是 一 个 整数 , 那么 
就 有 常数 c 大和 (其 中 , c 只 依赖 于 n, m, 1 和 s;k 是 工 中 最 高 阶 项 的 系数 的 绝对 值 
的 一 个 上 界 ; 而 c 不 仅 依赖 于 n,m, 1，s, 而 且 依 赖 于 工 的 所 有 系数 以 及 它们 直到 1 
阶 的 导数 ), 使 得 对 于 所 有 p € 多 ， 
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(0 上 | < cl 十 eol 
特别 是 存在 一 个 常数 ”使 得 对 于 所 有 wpe 多， 
O) else lol 


因而 由 连续 性 ， 对 于 每 个 s, 工 均 能 扩张 成 一 个 从 万 ,;, 到 且 , 的 有 界 算 子 . 

证 明 不 等 式 (2) 是 不 等 式 (1) 和 定理 6.18 (b) 款 的 直接 推论 . 至 于 式 (1), m=1 
的 情况 (在 此 情况 下 , 的 元 素 是 C! 值 的 函数 而 算 子 工 是 单个 偏 微 分 算 子 》)a*D” 
而 不 是 一 个 和 矩阵) 直接 从 6.18(h) 和 (i) 得 出 . 对 于 一 般 m, 不 等 式 (1) 可 从 m=1 的 情 
况 和 从 不 等 式 |Lpl, < const 7spjl, 得 出 , 其 中 ，9 = (p41…,pm)E 多 ,并且 

bh 

常数 因子 只 依赖 于 m. 

6.26 评注 如 果 工 是 史上 的 一 个 ! 阶 算 子 , 且 w 的 及 "上 的 一 个 C2% 复 值 函 


数 , 那么 算 子 M = wL 一 Lw 最 多 是 上 1 阶 的 , 其 中 ，Me = w(Lyp) 一 Lwyp). 所 以 
给 定 * 则 有 一 个 正常 数 使 得 对 所 有 p € 多 ， 


(1) Myl, < constlel 1: 


6.27 引 理 ”如 果 w 是 一 个 实 值 C” 周 期 函数 , 工 是 多 上 的 一 个 1 阶 微分 算 子 ， 
那么 存在 一 个 正常 数 使 得 对 于 所 有 w e HH,,, ， 


() (AC -ze 


< const(|ull,,, | 3 
证 明 


(Zw), 5 — (Low), Loon), 


< loL (wu), Lu), —(Lww),wLu),| 
+ Zw),(wL — Lo)w),l + KL ~ wh) (wu), Lu),l, 


通过 将 6.18(j)、6.25(2) 和 6.18(7) 应 用 于 第 一 项 , 而 把 Schwartz 不 等 式 , 6.26(1)， 
6.25(2) 及 6.18(7) 应 用 后 两 项 可 知 式 (1) 成 立 . 


4 椭圆 算 子 
6.28 定义 令 工 是 一 个 1 阶 偏 微 分 算 子 . 把 工 写成 
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(0) L=R(D)+.…+R(D), 


其 中 ，P(D) 是 一 个 m x mm 矩阵 ， 它 的 每 个 元 素 是 一 个 ; 阶 齐 次 的 微分 算 子 


opD8，o 是 R" 上 的 C” 复 值 函 数 . 令 PE ) 表 示 以 E* 代 替 PLD) 中 的 D? 而 
leFj 


得 到 的 矩阵 ,其 中 ，E ==(&,…,6 ) 是 R" 中 的 一 点 . 如 果 在 点 ze R", 矩阵 及 (6) 
对 于 每 个 非 零 的 都 是 非 奇 异 的 , 则 称 工 在 点 是 椭圆 的 . 若 工 在 每 一 点 z 处 都 是 
椭圆 的 ， 那 么 就 称 L 是 椭圆 的 . 请 注意 到 椭圆 性 仅仅 是 一 个 关于 工 的 最 高 阶 部 分 
的 条 件 . 还 要 注意 到 二 在 z 点 是 椭圆 的 当 且 仅 当 


(2) L(ypiu)(z)= 0 


对 于 每 个 使 得 u(z)=0 的 C” 值 的 C™ 函数 4 和 每 个 使 得 yp(z) = 0 但 dyp(z) = 0 的 实 
值 光 滑 函数 成 立 , 因为 对 每 个 这 样 的 p 入 


(3) L(yp'u) (z) = RD) (pu) (z) = Pldy ls) (uz)). 


正如 以 后 将 看 到 的 那样 , 椭圆 性 的 这 个 准则 (2) 的 优点 是 它 能 推广 到 流 形 上 椭圆 性 
的 无 坐标 定义 . 

下 面 所 需要 的 椭圆 算 子 的 基本 性 质 正 是 下 列 基本 不 等 式 . 

6.29 ”基本 不 等 式 令 工 是 上 的 一 个 1 阶 椭圆 算 子 , 令 * 是 一 个 整数 , 那么 
存在 一 个 常数 c>0 使 得 


( hl < elleul, + lol) 


对 所 有 we€ 瓦 成立. 

证 明 只 和 需 对 yp € 多 证 明 式 (1) 即 可 . 证 明 分 为 几 部 分 . 首先 考虑 上 的 常 系 
数 椭圆 算 子 Lo 的 情况 . 这 时 它 只 有 项 P(D) 组 成 . 如 果 we RR" 且 适合 uz0, 并 
且 & 二 0, 那么 因为 R(é) 是非 奇异 的 , 所 以 有 |B(&)uF > 0. 由 及 "中 单位 球面 的 
紧 性 可 知 ,存在 常数 c>0, 使 得 


Ia ze 
对 所 有 使 得 =|é|=1 的 wu 和 & 成 立 . 由 此 可 得 


(O) la > eleP hop 
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对 R" 中 的 一 切 4 和 & 成 立 . 因而 对 于 pe ,从 式 (2) 和 区 具 有 常 系数 的 事实 可 
知 ， 


(3) la -=F ae a+kP 

> eonst> leP hoe] G+ 1Py. 
由 此 
(4) 人 mg + el, > zol” + hol 


2 
之 和 led (1+ PG 和 const|é]*) 
€ 
> const), |pe Ff Q+kKP)* 
€ 
= constlolb,,. 


其 次 , 考虑 一 般 1 阶 周期 椭圆 算 子 L， 而 且 令 pe R”. 下 面 将 证 明 存在 p 的 一 
个 邻 域 U 使 得 式 (1) 对 于 支 集 在 U 中 的 所 有 pe 多 成 立 (由 术语 的 稍微 混用 , 如 果 
9 的 支 集 在 UV 和 U 的 所 有 周期 平移 的 并 中 , 则 称 周期 函数 的 支 集 在 UV 中 ). 令 


也 表示 由 工 在 p 点 的 最 高 阶 部 分 所 决定 的 1 阶 齐 次 的 常 系数 椭圆 算 子 ， 那么 从 式 
(4) 可 知 ， 对 于 每 个 pe ， 


(5) Il < const (mol +lel,) 
< const (|ipl, + 1o — Lpl, 二 lol) 


令 上 表示 式 (5) 中 的 常数 . 然后 选取 一 个 正 数 e 小 于 1/(2c 有 ), 其 中 , c 表 示 命题 6.25 
中 的 常数 c. 在 p 的 一 个 充分 小 的 邻 域 上 ，Lo 工 的 最 高 阶 部 分 的 系数 按 绝对 值 小 
于 e. 令 卫 是 一 个 周期 算 子 ， 它 在 了 的 一 个 可 能 较 小 的 邻 域 VU 上 与 bo- 工 一 致 ,并 
且 最 高 阶 部 分 的 系数 按 绝对 值 处 处 小 于 < . 那么 从 式 (5)、6.25 式 (1) 以 及 < 的 选取 
可 知 ， 对 于 一 个 其 支 集 在 U 中 的 元 素 p e 多 ， 


lols < const (el 二 | 中 +lel) 


1 
< const|Lyl, + 下 el + constlkpl,;,, 1 + constllell。. 


将 Peter-Paul 不 等 式 应 用 于 kp],,, 1 ， 则 得 到 
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3 
lh, < constlipl, 十 本 ol。 + constlol, 
4 


这 证 明 式 (1) 对 于 这 些 yp 成 立 . 

令 了 是 环 面 , 它 是 RR" 模 所 有 点 2"é 构成 的 格 而 得 到 的 商 空间 , 其 中 ，& 是 整 
数 的 n 元 组 . 上 面 对 每 个 pe 及" 得 到 的 开 集 投影 成 "的 一 个 开 覆 盖 . 令 Ui …， 
是 一 个 有 限 子 覆盖 ， 令 ww,…,wi 是 适应 于 这 个 覆盖 的 单位 分 解 ， 并 且 具 有 特殊 
形式 


(6) D3 =1. 


这 是 容易 做 到 的 , 见 定 理 1.11 和 引 理 1.10 的 证 明 . 下 面 把 w; 看 作 R" 上 的 C™ ( 实 
值 ) 周 期 函数 . 令 pe 多 . 那么 由 式 (6) 和 定理 6.18 的 (i) 和 (j)， 


hol = (pp) = pp)on 
< Dwips wip)s+1 + constllpl, ,lol 
f 


那么 由 于 wip 具有 在 上 面 得 到 的 小 开 集 U 之 一 中 的 支 集 , 又 因为 只 有 有 限 多 个 w， 
所 以 存在 一 些 常数 使 得 上 式 最 后 一 行 成 为 


本 const2 zesel2 十 const|e| 各 十 const|lellel 
< constD (Tw p), Lp) + constkpl,” 十 constlpl,yilpl,y1， (由 引 理 6.27) 
i 
= const|Lol? + constlol, + constlkpl, ,lol 
< const | 十 constlele 十 二 ee， + constlol,, 
< const Da + const|pl2 十 af, 十 const | (由 Peter - Paul 不等式) 
由 此 可 知 , 式 (1) 对 于 所 有 wp e 多 成立 , 因此 对 所 有 w e 瓦 ,; 成 立 . 


6.30 ”定理 (周期 椭 贺 算 子 的 正则 性 ) 令 工 是 一 个 ! 阶 周期 糖 圆 算 子 . 假设 
uEH_wvEH,, 而 且 


(1) Lu=v. 
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那么 we Hi. 
证 明 只 需 证 明 若 ve 下 且 v= Lue Hn, 则 wwe, 即 可 . 令 heR” 
且 h 关 0, 再 令 认 表示 从 工 经 过 将 每 个 系数 a 代 之 以 其 差 商 
a(z+h)—a(z) 
交 


而 得 到 的 算 子 . 那么 由 此 可 知 , 对 于 yp e 多 ， 从 而 由 连续 性 , 对 所 有 w € H_。， 


(2) ww)= (Lu 一 小 (Tu) ( 见 6.19 节 ). 
从 式 (2) 和 基本 不 等 式 6.29(1) 得 
(9) he < eonstheee) ,+ eonsthel,, 


< constk5u)"|, ,+ const]E Cm) ,+ consthel ,. 
于 是 因为 算 子 L 的 系数 是 C” 周 期 函数 ， 所 以 它们 的 差 商 是 一 致 有 界 的 , 因而 有 
Zo, < consthn ol, 
其 中 的 常数 不 依赖 于 h. 从 式 (3)、(4) 以 及 6.19 的 式 (3) 和 式 (5) 可 得 
| < sonstlzal 0 +eonstldl， 


这 里 式 子 的 右边 不 依赖 于 有 从 而 由 引 理 6.20，v e 不, ， 于 是 定理 得 证 . 


5 ”对 周期 情况 的 简化 
6.31 评注 在 开始 证 明定 理 6.5 之 前 需要 规定 一 些 方便 的 记号 并 作 几 点 评论 . 
令 C” 表 示 定 义 在 R" 上 并 且 在 复 m 维 空间 取 值 的 所 有 Ce 函数 的 集合 , 令 
CP? 表示 其 中 那些 具有 紧 支 集 的 函数 的 集合 ,而 令 CP(V) 表 示 那 些 紧 支 集 在 V 中 
的 函数 的 集合 . 通过 CS 上 的 五 内 积 指定 
让 
(1) (= on/ 


其 中 ，wv 仍 像 以 前 一 样 表示 Hermite 积 妇 而 十 … 十 wT. 
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令 V 是 R" 中 的 一 个 开 集 且 使 得 六 包含 在 某 个 2 立方体 内 . 那么 通过 周期 性 
地 扩张 ,能 够 (并 切实 ) 把 CY(V) 等 同 于 的 一 个 子 空间 . 注意 到 ，CSe(Y) 上 的 瑟 
内 积 与 看 作 多 的 子 集 的 CY(Y) 上 的 L, 内 积 是 一 致 的 , 而 后 者 又 与 Sobolev 内 积 
| lo 一 致 

现在 设 工 是 C” 上 的 一 个 ! 阶 椭 贺 偏 微 分 算 子 (没有 关于 周期 系数 的 假设 ). 关 
于 CP 上 的 普通 三 内 积 , 工 在 C8 上 有 一 个 由 分 部 积分 得 出 的 形式 伴随 算 子 忆 . 正 
如 在 定义 6.24 中 那样 ， 如 果 =( 功 ), 其 中 ， 而 = 》 oa8D* ,那么 忆 = (万 )， 其 
中 ，Ly' = 并 Dr*ag .二 也 是 一 个 ! 阶 的 微分 算 子 . 


令 peR", 那么 有 p 的 一 个 充分 小 的 邻 域 V 和 一 个 周期 椭圆 算 子 二 使 得 与 
LL 在 V 上 一 致 . 因为 让 了 ,表示 由 工 在 p 点 决定 的 常 系数 算 子 , 那么 由 于 工 在 p 点 
是 椭圆 算 子 ， 所 以 存在 某 个 。 > 0，, 使 得 对 于 任何 系数 与 L 的 相应 系数 之 差 的 绝 
对 值 不 超过 e 的 算 子 是 椭圆 的 . 因而 令 U 是 p 点 的 一 个 充分 小 的 邻 域 使 得 它 被 包 
含 在 某 个 2r 立 方 体 8 中 , 在 8 上 工 的 系数 与 Lo 的 相应 系数 至 多 相差 e; 而 且 令 
V CVcU. 选取 一 个 适合 0 < p <1 的 C™ 函数 p 使 得 p 在 V 上 取 值 为 1 并 且 有 
在 U 中 的 支 集 , 那么 算 子 


pL+(1—p)Io 


在 整个 空间 R "上 是 椭圆 算 子 , 而 且 显 然 它 能 从 @ 扩 张 成 一 个 在 上 与 二 一 致 的 
周期 椭 贺 算 子 工 . 
下 面 需要 对 L* 的 形式 伴随 性 稍 加 扩充 如 下 . 令 ue H,, 令 p Ee C8(V), 那么 


(2) (wp)o = (wT po. 
因为 令 力 多 并 且 按 范 数 | |， 少 一 u， 那 么 
(wp)o = (Ivy,p) = (LW,) 
=(b, LD = (Lo . 
因而 有 
(iw po -tw Fpl = Ki ,po —(u —, Lp) 
<Fe -whl th ll, 


Seonstle wl lol th sll,, 


Ly| 
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并 且 当 了 一 co 时 ， 它 收敛 于 零 . 
如 同上 面 那样 令 了 是 一 个 开 集 并 且 使 得 它 的 闭 包 在 某 个 2r 立 方 体 内 . 令 久 和 
v 属 于 也 ,那么 我 们 将 说 明 如 果 对 所 有 wp e CS (和 )， 


(3) 他 -wej =0, 
那么 uw 和 w 在 V 上 是 相等 的 . 下 面 还 将 说 明 如 果 工 的 系数 属于 CY(V)C 多 ,那么 
周期 算 子 工 具有 在 V 中 的 支 集 . 若 二 有 在 V 中 的 支 集 , 并 且 及 ,的 元 素 u 和 vw 在 V 
上 相等 , 那么 
(4) Lu= Lv. 
因为 由 定理 6.18(f)， 只 要 证 明 
(5) (Lu—v),p)o =0 
对 所 有 we 多 成 立即 可 . 但 是 应 用 式 (2)( 及 = 工 ), 可 以 得 出 
(Lu -up = ((u—v), Lp)o-. 


因为 Pp e C8(V) c 多 ， 所 以 由 式 (3) 得 知 此 式 为 零 

6.32 正则 性 定理 6.5 的 证 明 ”下面 用 稍微 不 同 的 形式 重新 令 述 定理 6.5, 这 
种 形式 适合 于 R" 中 的 局 部 问题 而 且 定理 可 直接 转化 为 这 种 形式 . 用 (,》 来 表示 
E?(M) 上 的 内 积 6.15. 下 面 将 要 证 明 : 
(1) 给 定 M 上 的 一 个 Cxp 次 形式 f 和 一 个 有 界线 性 泛 函 1: E?(M) 一 及 使 得 

WA*y) = (f,p) 对 一 切 p € E?(M) 成 立 , 那么 在 M 上 存在 一 个 C~p 形 式 % 使 

得 L(D) = (w 嫉 对 一 切 te E?(M) 成 立 . 

注意 到 ， 定 理 6.5 的 这 种 叙述 形式 ( 它 说 明 Au=/) 是 (1) 的 直接 
推论 ， 因 为 就 像 在 定义 6.4 式 (6) 中 所 看 到 的 那样 ， 对 于 所 有 
we E?(M),(Awy) =(w A'y) = Ap) = (fp). 

下 面 把 定理 6.5 归结 为 一 个 局 部 问题 . 令 U 是 M 上 的 一 个 坐标 卡 ， 其 坐标 映 
射 7 使 得 YU) = Rn . 通过 这 个 坐标 系 , 可 微 p 形式 成 为 从 RR" 到 及 ”CC" 的 向 
量 值 函数 ， 其 中 ， m= 采用 6.31 节 的 记号 . 从 而 经 坐标 系 (VU，y),M 上 的 p 


形式 产生 出 C™ 的 元 素 ,而且 按 相反 的 方向 ，C8 的 每 一 个 元 素 用 零 扩张 成 为 整 
个 M 上 的 一 个 复 值 p 形式 . Laplace 算 子 人 诱导 C” 上 的 一 个 2 阶 偏 微 分 算 子 . 暂 
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时 假定 并 且 将 在 6.35 节 中 确立 这 个 事实 . 令 工 表示 上 L 关 于 CF 上 的 工 , 内 积 的 形式 
伴随 算 子 . 

下 面 以 明显 的 方式 将 内 积 (,) 扩张 成 为 复 值 p 形式 , 使 得 车,tw,w,v 为 实 
值 p 形 式 , 那么 

(全 十 ie + iv) = (m9) + (ws 02) + i((w, 0) — (mw)). 

于 是 通过 将 它 转移 到 Euclid 空间 上 , 得 到 从 M 上 的 复 值 p 形式 的 内 积 诱导 的 CP 
上 的 另 一 个 内 积 (,》. 可 以 看 出 五 内 积 (,》% 和 CS 上 的 内 积 (,》 都 是 点 式 内 积 的 
积分 ; 并 看 出 在 及 "上 存在 光滑 函数 的 矩阵 4, 它 在 每 一 点 都 是 Hermite 矩阵 和 正 
定 和 矩阵 , 使 得 对 所 有 yp,we€ C?， 
(2) (pb) = (p, AY). 


工 在 CP? 上 关于 内 积 (,》 的 伴随 算 子 就 是 A* 在 CF? 上 的 限制 . 可 以 断定 , 对 
于 peCy ， 
(3) Pp = AA'A-!y. 


实际 上 ,对 任意 的 水 e C8 ， 


(Pp) = (pLY) = (4p, Ly) 
= 人 (Ap 内 =(A'4 yp) . 

下 面 把 线性 泛 函 4: B?(M) 一 民 复线 性 地 扩张 成 复 值 微分 形式 , 而 且 通过 令 
(9) iy) = L(A4 yp) 
定义 C8 上 的 一 个 复 值 线性 泛 函 1. 可 以 断定 , ! 能 够 由 一 个 CF 函数 来 局 部 表示 . 
确切 地 说 , 下 面 将 证 明 : 
(5) 如 果 Pe R", 那么 p 点 的 一 个 邻 域 W, 和 一 个 元 素 u, < 多 使 得 l(t) = (up 办 

对 一 切 te CY(W,) 成 立 . 

首先 证 明 (5) 蕴 涵 (1). 从 (5) 可 知 , 对 于 每 个 p,q € R” ,uy lwnm= ty mw， 由 
于 对 CYP(W, NW,) 的 所 有 元 素 , w, 和 ww 有 相同 的 工 , 内 积 . 因而 把 好 拼合 在 一 起 就 给 
出 we 0” 使 得 对 于 每 个 pe R",u hw, 二 |,， .下面 令 {p;} 是 R" 上 从 属于 {W,} 
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的 单位 分 解 . 那么 若 t € C?， 则 lO) = >i(pi) = 2 git) = (ww 起. 于 是 若 p 是 M 


上 的 一 个 光滑 p 形式 而 且 具 有 在 U 中 的 支 集 ， 那么 1(p) = =l(Ap)= (u, Ap) = (up) . 
通过 跟 上 面 同样 的 论证 , 把 M 上 对 于 各 个 坐标 系 的 4 拼合 在 一 起 就 构成 M 上 的 
一 个 Cp 形式 w 必 然 是 实 值 的 ) 使 得 Me) = (wyp) 对 一 切 Pe E?(M) 成 立 . 从 而 
把 证 明 (1) 归 结 为 证 明 (5)， 而 (5) 是 假定 成 立 的 . 

令 p eR" 固定 , 令 @' 是 包含 p 的 某 个 2r 开 立方 体 . 选取 一 个 开 集 Y 使 得 
pEVCVceQ', 并且 令 


(6) i =llaww,)- 
首先 注意 到 7 是 CFP(V) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 . 因为 六 是 紧 的 , 所 以 当 z 遍 历 六 
时 ,矩阵 范 数 | 全 咱 有 最 大 值 ， 从 而 利用 ! 是 有 界 泛 函 这 个 事实 ， 得 出 对 所 有 
pECr(Y)， 
[ol= kp) = hpj < const|471yh 

= const((A php) = const(p, A™'p)? 

< const(lipl|4 pl)Y? < constlel . 
其 次 注意 到 从 (1)~(4) 及 (6) 得 出 
(7 Lp)= H(A Dp)= H(AA yp)= (A py =(f,9). 


因而 ; 是 Zu=j 的 一 个 弱 解 . 
因为 是 有 界 的 ,所 以 能 够 扩张 成 所 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 . 由 此 可 知 存 
在 一 个 元 素 云 e Ho 使 得 对 所 有 te H,， 
(8) Lt) = (i,t)o. 
下 面 的 任务 是 要 证 明 在 p 的 一 个 充分 小 的 邻 域 上 元素 评 与 多 的 一 个 元 素 一 致 . 
选取 p 的 一 个 充分 小 的 邻 域 ,适合 0, CV 并 且 使 得 存在 一 个 周期 椭圆 算 子 
了 在 0, 上 与 上 一 致 (参见 6.31 节 ). 选取 p 的 一 个 邻 域 0 使 得 0 c Oo， 然后 选取 p 
的 一 系列 邻 域 0, 使 得 Oc 0, 和 O, Cc 0, 1 对 n=1， 2, … 成 立 . 对 每 一 个 整数 
n 之 1, 选取 一 个 C™ 函数 ww 使 它 取 值 在 0 和 1 之 间 并 且 在 0, 上 恒 等 于 1, 而 且 
有 在 0,_1 中 的 支 集 . 令 


(9) Wi= uie Ho, 
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那么 

(10) Lo = bi = 二 MG， 
其 中 ， 

(11) Mi= ju -wt. 


为 了 应 用 定理 6.30, 必须 首先 确定 式 (10) 的 右边 属于 哪个 Sobolev 空间 . 
首先 ,可 以 断定 


(12) wbi= wf, 


由 式 (12) 得 知 wji e C8(Oo) ， 因 而 对 于 每 个 都 属于 瓦 . 由 于 式 (12) 两 边 都 属于 
某 个 五 , 那么 从 6.18(f) 可 知 ,为 使 式 (12) 成 立 ， 只 需 证 明 对 所 有 wp e 多， 


(13) (bi—wf,p)o =0. 
利用 (7), (8), 6.18(9) 和 6.31(2) 来 作 计算 : 
(bi wf,p)o = (ubi,p)o — (wf,p)o 
= (Li wp)o — (fwp)o 
=(& Lp)o -i (Loup) 
=iDwyp)—i(D wy)=0. 


因而 式 (12) 成 立 . 由 于 L( 因 此 工 ) 是 一 个 2 阶 算 子 , 那么 M, 就 是 1 阶 算 子 , 因此 
MiEe H_1，, 因而 式 (10) 右 边 属于 1. 由 周期 正则 性 定理 6.30 可 知 ve 到 . 令 


(14) Vo 二 wz， 
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那么 
(15) Lv = wi + Moi = wobi + Mou, 


其 中 最 后 一 个 等 式 从 6.31 式 (4) 得 出 , 因为 Ma = jw 一 wi 有 在 0 中 的 支 集 而 且 
在 0, 上 =. 于 是 像 上 面 那样 论证 , 可 以 看 出 式 (15) 的 右边 在 防 中 . 因而 由 定 
理 6.30，w € Ho. 以 同样 的 方式 继续 进行 下 去 ， 则 得 到 


(16) Un 一 wni vn € H,. 


最 后 , 令 琴 是 2p 的 一 个 适合 殉 C O 的 开 邻 域 , 令 w 在 0 和 1 之 间 取 值 , 在 W, 上 
恒 等 于 1 而 且 有 在 O 中 的 支 集 , 那么 wi = wwn 详 对 于 每 个 nn 成 立 , 因而 由 式 (16)， 
对 于 每 个 n，wii e HH,,. 由 Sobolev 引 理 6.22 的 系 ，wihi 表 示 一 个 C” 函数 ve . 
于 是 如 果 te CF?(W,), 那么 


Ut) = 0) = 全 加 = (wt)o 


= (wibt)o = (wt), 


于 是 式 (5) 得 证 . 除了 还 要 证 明 荆 是 椭圆 算 子 之 外 , 定理 6.5 的 证 明 已 经 完成 . 

6.33 ”定理 6.6 的 证 明 ”只 需 证 明 : 如 果 m e M ,那么 就 有 m 的 某 个 邻 域 使 
得 若 p 是 M 上 的 、 支 集 在 该 邻 域 中 的 任何 Ce 函数 , 则 {pa} 有 Cauchy 子 列 . 因 
为 那 时 就 能 用 有 限 多 个 这 样 的 邻 域 完 全 覆盖 M, 并 且 得 到 一 个 从 属于 这 个 覆盖 的 
单位 分 解 %…2Pw. 能 够 选取 一 个 子 序列 on, 使 得 对 于 每 个 记 Vjan, 都 是 Cauchy 
序列 . 那么 {an, } 就 是 Cauchy 序列 ， 因 为 


N 
Dpi(on, — on,) 
j=1 


N 

Fl-| hoe -oo 

通过 选取 m 的 一 个 能 将 m 映射 到 p e R" 的 坐标 邻 域 而 把 问题 转化 为 Buclid 
空间 的 问题 . 沿用 原 有 记号 并 且 建 立 像 在 6.31 节 和 6.32 节 中 所 发 展 起 来 的 记号 . 
特别 是 ，M 上 的 范 数 和 CS 上 相应 的 诱导 范 数 现在 将 记 为 | | . 令 p 是 一 个 支 集 
在 0, 中 的 实 值 C™ 函数 . 只 要 证 明 2 的 元 素 的 序列 {pa,} 按 0 范 数 具有 Cauchy 
子 列 {pan,} 即 可 , 因为 0 范 数 和 五 范 数 在 C8 (Oo) 上 一 致 , 而且 在 C8 (O) 上 户 
范 数 和 范 数 | |' 等 价 . 根据 Rellich 引 理 6.23, 为 了 证 明 {pa,} 按 0 范 数 有 Cauchy 
子 列 ， 只 需 证 明 这 个 序列 在 也 中 是 有 界 的 . 从 基本 不 等 式 可 得 
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加。 ea < const(Jzpor|-s + heonl-!) 
= const (ILpanl_1 + leonl,) 
< constlpLonl_, + const(Lp — pL)anl_ 1 + const|eao| ，. 
于 是 ， 
(2) |ezoo| < lerzool =lpLonl 
各 constllpLa,ll const|La,l < const|lAon| 


令 r 是 一 个 在 0 和 1 之 间 取 值 , 在 上 等 于 1 而 且 有 在 V 中 的 支 集 的 C0” 函数， 那 
么 


(1p —pDan = (1p ~ pL)(ran), 


因而 有 
(3) | 一 2Donl- = hp-pD ren, 
< constlronl = constlroo| 
< constlro,l < constla,l . 
最 后 ， 
(9) ea < hoonl = heonl < constleou < constlonl 


因而 从 式 (1)~(4) 得 出 
(5) leonl < const(|Aa,ll + lol). 


但 是 由 假设 JAa,| 和 | 是 有 界 的 . 因此 在 到 中 序列 {pa} 是 有 界 的 , 而 且 由 
于 假定 了 工 的 椭圆 性 ,所 以 定理 6.6 的 证 明 就 完成 了 . 


6 Laplace-Beltrami 算 子 的 椭圆 性 


6.34 评注 我 们 将 使 用 下 列 观点 . 令 U,V 和 W 是 有 限 维 内 积 空 间 , 并且 
假设 


UA VE WwW 
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是 正 合 的 . 令 4:V 一 U 和 B*:W 一 V 分别 是 4 和 B 的 伴随 算 子 . 那么 
B'B+ 4h 和 是 V 上 的 一 个 同 构 . 因为 令 v 是 Y 的 一 个 非 零 元 , 只 需 证 明 
(B"B+44)u=0. 由 于 


((B*B+ AA’)v,v) = (Bv, Bu) + (A'v, A*v). 


若 Bu=0, 则 (BB+44)u=0. 若 Bu=0, 那么 由 正 合 性 ,v 在 4 的 象 中 . 但 
是 4’ 在 4 的 象 上 是 内 射 . 因而 4*u = 0， 而 这 蕴涵 着 (B*B+44*)u=0. 
下 面 将 把 这 个 结果 应 用 于 VU，V，W 分 别 是 钙 j(2%)， 矶 (MM)，4n(M%) 
的 特殊 情况 , 并 带 有 内 积 
(w,7) = MwA*7), 


而 且 4 和 8 都 是 乘 以 Ee M; 的 左 外 乘 : 
(1) -MD 一 轴 (MD 一 录 al ). 


根据 第 2 章 习 题 15, 序列 (1) 是 正 合 的 ; 而 且 根 据 第 2 章 习 题 14， 
6 省 Q02) 一 和 (Mi) 的 伴随 算 子 是 


(2) (DY #ée: hn(M%) =o hlM). 
因而 由 上 面 的 评论 可 知 ， 
(3) (0 *E*E 十 (DEyE*y 


是 A,(M*) 上 的 一 个 同 构 . 

6.35 ” Laplace 算 子 是 椭圆 算 子 ”为 了 完成 定理 6.5 和 定理 6.6 的 证 明 , 需要 
证 明 由 Laplace-Beltrami 算 子 A 通 过 一 个 坐标 系 在 Euclid 空间 上 诱导 的 6.32 节 
的 算 子 工 是 椭圆 算 子 . 根据 6.28(2)， 要 证 明 这 一 点 等 价 于 证 明 : 对 每 个 m e M ， 


(1) Alpza)(m)=0 


对 于 每 个 使 a(m) = 0 的 光滑 形式 a 和 M 上 每 个 使 得 p(m) = 0 但 dp(m)=0 的 
C™” 函数 gp 成 立 . 假设 a 是 一 个 p 形 式 并 目 令 0 dp=& e M*. 回想 到 


A=(-I' Pdqrd* Hl #d*d. 
下 面 来 计算 式 (1) 的 左边 , 并 且 在 每 一 步 都 要 记 住 yp(m) = 0. 因而 有 
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d*d*(pro)(m) =(d*d(p”)*o)(m) =(2d *#p(dp) *o)(m) 
=(2(dp) * (dp) * a)(m) =2¢ +€ *(oa(m)) . 
类 似 地 , 有 
*d+ dlpza)(m) 一 2*rErE(a(m)). 
从 而 有 
Alezaj(m)= -2|(-D)™ #€*#€+ (1 DE #€ #4](a(m)), 


根据 6.34(3)， 它 不 为 零 . 因此 和 是 椭圆 算 子 ,于 是 Hodge 定理 的 证 明 终于 完成 了 . 
6.36 评注 我 们 已 经 看 到 对 M, 中 的 每 一 个 &, 都 有 一 个 由 


(C9) oa(é)(v) = Aly’a)(m) 


定义 的 A,(M%) 上 的 完全 确定 的 线性 变换 oa(&) , 其 中 ，v e A,(M*,) ，a 是 使 得 
Qa(m) = wv 的 任何 p 形式 ，y 是 使 得 yp(m) = 0 且 dy(m) = & 的 任何 C™ 函数 . 线性 
变换 oa(é) 称 为 算 子 A 的 符号 . 了 "上 通过 坐标 系 从 和 A 得 出 的 所 有 算 子 工 的 椭圆 
性 等 价 于 符号 oa(&) 在 每 一 点 m 对 于 每 个 非 零 的 Ee Mt 都 是 一 个 同 构 . 在 6.35 
节 的 计算 包含 着 对 下 列 事实 的 证 明 : 外 导数 算 子 d 的 符号 ， 即 
ga(&): A(M%) 一 A(M%) 就 是 乘 以 & 的 左 外 乘 ; 而 d 的 伴随 算 子 6 的 符号 是 以 上 左 
外 乘 的 伴随 算 子 . 在 M 的 矢量 从 上 的 一 般 偏 微分 算 子 理论 中 , 椭圆 性 便 是 像 上 面 
那样 用 符号 的 术语 来 定义 的 . 


习 题 

1. 证 明 *A = A*. 
2.，(a) 证 明 Green 算 子 G 是 有 界线 性 算 子 . 

(b) 证 明 G 是 (8?)+ 上 的 自 伴 算 子 . 

(c) 证 明 G 把 有 界 序列 映射 为 具有 Cauchy 子 列 的 序列 . 
3. 利用 积分 检验 法 证 明 级 数 (1+ 15 让 对 于 上 > [n/3] 上 1 收敛 , 其 中 ，& 

遍历 所 有 整数 nn 元 组 (&,…,&,). 

提示 : 对 nn 进行 归纳 ， 并 计算 适当 的 球面 坐标 积分 . 
4. 详细 证 明 不 等 式 6.16(15). 
5. 证 实 6.32(2) 中 和 矩阵 4 的 存在 性 及 其 所 述 性 质 . 
6 导出 Euclid 空间 中 的 d,*,6 和 人 入 的 显 式 公式 . 特别 证 明 若 
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Qa= > aidza MAA dr, 


C2 


2 Oo, 站 
Aa=(-1) > 2 53 dza 人 … 人 dzi， 


i iT 


7 令 p 属于 平面 上 的 CY 周期 函数 到 ,证明 


Op 
Or0y 


1 
< zlAvl. 
alArl 


8. Rellich 引 理 6.23 说 明 对 于 s<t， 自 然 内 射 i: H, 一 ,是 一 个 紧 算 子 ; 即 它 
把 有 界 序列 映射 为 具有 收敛 子 列 的 序列 . 下 面 是 这 种 现象 的 一 个 类 似 例 子 . 令 C 
表示 实 直线 上 的 连续 周期 函数 构成 的 Banach 空间 ， 比 方 说 周期 为 2r， 而 且 带 有 
上 确 界 范 数 | | . 令 C! 是 C 的 具有 一 阶 连续 导数 的 函数 组 成 的 子 集 . 取 

d 
W=M + 


作为 C1 的 范 数 . 利用 Arzela-Ascoli 定理 "1” 证 明 自 然 内 射 i: C1 一 C 是 一 个 紧 
算 子 . 

9， 考虑 实 直 线 上 若干 形 如 Lu=f 的 椭圆 型 方程 . 在 每 种 情况 下 , /都 是 周期 为 
1 的 光滑 函数 ， 而 且 要 寻求 的 解 “也 是 周期 为 1 的 函数 . 对 周期 函数 的 这 个 限制 实 
质 上 使 这 个 问题 成 为 一 个 紧 空 间 一 一 单位 圆周 上 的 问题 . 令 w' = 并 等 . 


(a) w= f. 这 是 椭圆 算 子 最 简单 的 例子 , 但 它 能 展现 出 理论 的 所 有 基本 要 
素 ， 这 个 微分 算 子 的 形式 伴随 算 子 是 什么 ? 证 明 存在 (周期 ) 解 忆 当 且 仅 当 f 正 交 于 
这 个 伴随 算 子 的 核 . 

(b) w' 一 w= f. 在 这 种 情况 下 (在 周期 函数 中 的 ) 核 是 什么 ? 为 了 存在 周期 解 ， 
关于 f 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 

(c) w" = f. 证 明 这 个 算 子 在 形式 上 是 自 伴 的 , 证 明 当 且 仅 当 f 正 交 于 算 子 的 
核 时 存在 周期 解 ， 并 利用 事实 


J (fetasjat= J (fa)as 


证 明正 交 于 核 的 唯一 解 是 
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wo= 太 te-D1Odat+ 上 ‘a(t— DOdt -3 T(t — Df(Oat. 


这 明显 地 表示 了 这 种 情况 下 的 Green 算 子 . 

(d) 刀 +4r2u = 下. 证 明 这 个 算 子 形式 上 是 自 伴 的 . 请 问 它 的 核 是 什么 ? 推 
导出 解 4 的 显 式 公 式 . 证 明 当 且 仅 当 f 正 交 于 这 个 算 子 的 核 时 , w 是 周期 解 . 

10. 定理 6.11 中 , 在 证 明 紧 定向 Riemann 流 形 上 的 每 个 闭 形式 与 一 个 调和 形 
式 相 差 一 个 恰当 形式 时 使 用 了 Green 算 子 与 d 交换 这 个 事实 . 现在 请 直接 从 
Hodge 分 解 定理 而 不 用 Green 算 子 给 出 这 个 结果 的 证 明 . 

11， 周期 广义 函数 ! 是 史上 的 这 样 一 个 线性 泛 函 ， 对 它 来 说 存在 某 个 整数 
之 0 和 一 个 正常 数 c 使 得 对 于 所 有 pe 多 ， 


() lal< eprl.. 
ix 


证 明 : 若 1 是 一 个 周期 广义 函数 ， 那 么 就 有 一 个 元 素 we 使 得 对 所 有 
pEF, 

(2) Up) = (wp)o- 

反 过 来 证 明 及 _。 的 每 个 元 素 通过 式 (2) 决 定 一 个 周期 广义 函数 . 

12. 令 和 是 紧 定向 流 形 M" 上 的 n 次 形式 使 得 ,a= [8. 证 明 a 和 
相差 一 个 恰当 形式 . 

13， 证 明定 理 6.6 不 能 被 加 强 成 存在 一 个 在 B?(M) 中 收敛 的 子 序列 这 样 一 个 
论断 . 
14. 读 者 可 能 注意 到 , 在 证 明定 理 6.5 的 过 程 中 已 经 证 明了 下 列 的 正则 性 定理 . 
令 工 是 0” (在 及 " 上 定义 、 在 复 m 维 空间 取 值 的 光滑 函数 集 ) 上 的 一 个 椭圆 算 子 . 
为 使 Lu 有 意义 ,假定 wu 是 充分 可 微 的 , 而 且 假 定 Lu=f 其 中 ，f e C”, 那么 
uvECO™. 

实际 上 , 我 们 还 证 明了 : 每 一 个 弱 解 :是 光滑 的 . 确切 地 说 就 是 : 令 ! 是 CP 上 
的 一 个 线性 泛 函 ,只 要 六 是 紧 的 , 则 ! 在 CP(V) 上 便 是 有 界 的 , 而且 它 对 每 个 
9e 0? 满足 (Lp) = (jy). 另外 1 在 下 述 意义 上 是 光滑 的 : 存在 ue 0~， 它 表 
示 4 即 对 每 一 个 te C8,(t) = 他 为， 弱 解 1 的 这 样 一 个 光滑 表示 u 是 一 个 真实 解 ， 
即 Lu=f. 


15， 注 意 到 Cauchy-Riemann( 柯 西 - 黎 曼 ) 算 子 总 抽 过 是 椭圆 算 子 . 从 椭圆 
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算 子 的 一 般 理论 推出 每 个 全 纯 函数 是 C” 的 . 证 明 每 一 个 全 纯 函 数 是 平面 上 的 一 
个 复 值 调和 函数 ,利用 Green 第 一 恒等式 (第 4 章 习 题 5) 证 明 具 有 紧 支 集 的 全 纯 函 
数 必然 恒 等 于 零 . 

16. Laplace 算 子 的 特征 值 ”这 是 一 个 扩充 练习 . 在 这 个 习题 中 展示 了 
Laplace 算 子 的 特征 值 和 特征 函数 的 性 质 . 对 于 比较 困难 的 部 分 给 出 了 证 明 提纲 ， 
甚至 在 某 些 情况 下 几乎 给 出 了 完整 证 明 . 

对 于 某 个 固定 的 p, 考虑 作用 在 ?形式 BE?(M) 上 的 Laplace-Beltrami 算 子 A. 
对 于 一 个 实数 和 , 若 相 应 于 它 存在 一 个 不 恒 为 零 的 p 形式 4 使 得 Av = Xu ， 则 把 
这 个 实数 入 称 为 人 的 特征 值 . 若是 一 个 特征 值 , 则 把 使 得 Aw = Xu 的 任何 p 形 
式 称 为 的 相应 于 特征 值 和 的 特征 函数 . 相应 于 一 个 固定 特征 值 和 的 特征 函数 
构成 E?(M) 的 一 个 子 空间 . 称 为 特征 值 和 的 特征 空间 . 

(a) 证 明 A 的 特征 值 是 非 负 的 . 

(b) 证 明 人 的 特征 空间 是 有 限 维 的 . 

(c) 证 明 特 征 值 没有 有 限 的 聚 点 . 

(d) 证 明 相 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 是 正 交 的 . 

(e) 存在 性 . 为 了 使 上 面 的 叙述 有 实质 意义 , 必须 证 明 A 的 特征 值 存在 . 首 
先 , 零 是 一 个 特征 值 当 且 仅 当 M 上 有 非 平 凡 的 调和 p 形式 , 并 且 相 应 的 特征 空间 
恰好 是 调和 形式 组 成 的 空间 H?. 下 面 将 证 实 人 有 一 个 正 特征 值 , 实际 上 有 一 整 
个 发 散 到 +oo 的 特征 值 序列 . 考虑 人 被 限制 于 (8?) 上 . 那么 有 
A:(H?)+ 一 (H?)+ ,而 且 另 外 还 有 Green 算 子 G:(EP)L 一 (Hz)L， 并 且 
AGa=a 和 GAa=a 对 所 有 ae(H?)* 成 立 . 注意 到 Gl 的 特征 值 是 
Am) 的 特征 值 的 倒数 . 令 


7= Bp cv， 
ve(H?) 
那么 n> 0 和 |Gyl < np| 对 每 一 个 pe (8?)+ 都 成 立 . 我 们 将 证 明 1/n 是 人 的 一 
个 特征 值 . 令 {yj} e (8?) 是 的 极 大 化 序列 ; 即 |oj| = 1 且 |ewi| 一 0. 首先 断 
定 |G?p; - pi| 一 0， 因为 
ey; Tol J [lee 2 2 (Gpjsp)) 十 厂 


和 史 |eo -2 le + = 0. 
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其 次 , 断定 |Gw) -mp 一 0. 因为 若 令 由 = Gypj 一 "pj, 那么 
0 一 (号 ,G2pj — TP) = (GH; — mi) 
= 的 ,GO 二 中 和 > 和 


其 中 利用 了 (yj,G 几 ) > 0 这 一 事实 . (为 什么 ? ) 现 在 有 ;的 一 个 子 序列 ， 记 为 
{pj}, 使 得 {Gy;} 是 Cauchy 序列 . 通过 置 


1D) = lim MOP;,B), Be E?(M), 
可 定义 BE?(M) 上 的 一 个 线性 泛 函 1 证 明 ! 是 


(A-(/mD)u=0 
的 一 个 非 平凡 弱 解 . 从 这 一 点 和 人 一 1/7n 是 椭圆 算 子 的 事实 推出 和 =1/n 是 人 的 
一 个 特征 值 . 
(f) 其 他 特征 值 的 存在 . 假设 有 人 lur)' 的 特征 值 N < % < … < 入 和 相应 的 
特征 函数 wu, w，…, wn( 已 规范 正 交 化 ). 令 民 , 是 由 {ws w，…, tj]} 张 成 的 (E? 六 的 
子 空间 . 注意 到 G 和 人 把 (H? @ R,)+ 映射 为 其 自身 , 然后 定义 


m= 训 leyl, 
ve(H?@R,) 
并 且 像 在 (e) 款 中 那样 证 实 入 4 = 1/ mn 是 人 的 一 个 特征 值 . 显然 Nt > 入. 
(g) 严 完 备 性 . 令 入 < 9 <… 是 A 在 E?(M) 上 的 特征 值 , 其 中 每 个 特征 值 出 
现 的 次 数 等 于 其 特征 空间 的 维 数 ,并且 有 相应 的 规范 正 交 化 的 特征 值 序列 {w,} . 
令 ae EB?(M). 那么 
到 | -三 ecoo|- 0. 


i1 
为 了 证 明 上 述 结论 , 令 必 是 H? 的 维 数 . 那么 存在 Be(H?)! 使 得 


GB = Qa 一》 (a,ui)u; ， 由 此 可 知 对 于 n> 


1 


k+l 


ca 一 | be [le > 六 (8, wu] 
1 
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但 是 由 入 ,11 的 定义 , 当 n 一 co 时 


[Ee- > (mu) < 


i=k+1 


1 n 
二 2 (B, ui)us 


1 
<—|8l—=0. 
无 lal 


(h) 一 致 完备 性 . 在 B?(M) 上 , 将 一 致 范 数 定义 为 
ol, = sup(*(a A*o)(m))®?. 
meEM 
从 6.22(1)Sobolev 不 等 式 和 M 的 紧 性 可 以 推出 : 存在 一 个 充分 大 的 整数 上 和 一 个 
常数 c>0 使 得 对 每 个 a € E?(M)， 


lol <e|a+ Ayal. 


令 ae Br(M), 令 P(a) = 六 (ww)u ,其 中 沿用 了 (8) 的 记号 . 由 于 AP, = PA， 
i=l1 


所 以 有 
lo- 已 al < c+Aa)a -Po)) 
=lp -Pp|—0, 
其 中 = (L+Ajka. 
17. 用 A?(a) = A(Aa) 来 定义 算 子 A2 : E?(M) 一 E?(M). 试 讨论 Axe = 
的 可 解 性 . 
18， 考 虑 作用 在 C?(R") 上 的 算 子 


jo 
= O03 Oz 


bj=: 


说 明 假定 o 产 并 不 失去 一 般 性 , 证 明 工 在 一 点 z 处 是 椭圆 的 当 且 仅 当 和 矩阵 (ai(z)) 
是 正定 (或 负 定 ) 的 . 特别 证 明 波 动 方程 


不 是 椭圆 型 的 , 给 出 一 个 例子 使 得 其 中 
Du= feC”, 但 是 ug C™. 
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19. 考虑 A: E?(M) 一 BE?(M). 证 明 车 入 是 A 的 最 小 特征 值 且 c > -入 , 那么 
(A+ca= 有 对 于 每 个 Be E?(M) 可 解 . 

20. Peter-Weyl 定理 一 个 紧 Lie 群 G 的 表示 环 是 由 所 有 适合 下 述 条 件 的 连 
续 函 数 f 的 集合 在 复数 域 上 生成 的 环 : 对 于 某 个 n 有 一 个 连续 同 态 
Pp:G 一 Gln,C) 使 得 f = pi 对 于 i 和 j 的 菜 种 选择 成 立 . Peter-Weyl( 彼 得 -外 尔 ) 
定理 说 明 : 表示 环 在 G 上 的 复 值 连续 函数 空间 中 按 一 致 范 数 是 稠密 的 ， 即 如 果 9 
是 G 上 的 一 个 复 值 连 续 函 数 和 = > 0 是 给 定 的 , 那么 在 表示 环 中 有 一 个 函数 f 使 得 
|f(o) 一 g(o)|<e 对 所 有 的 oe G 成 立 . 下 面 概述 这 个 定理 的 证 明 . 它 是 建立 在 


Laplace 算 子 的 特征 函数 的 一 致 完备 性 之 上 的 . 我 们 可 在 G 上 选取 一 个 Riemann 
结构 使 得 对 于 ce G 的 每 个 微分 同 胚 1, (由 o 产生 的 左 平移 ) 是 一 个 等 矩 同 构 ( 即 对 
所 有 TEG 和 所 有 v，we G,,(v,w); = (dlv,dljw)or). 由 于 C™ 函数 在 连续 函数 
空间 中 按 一 致 范 数 是 稠密 的 ， 又 由 习题 16(h)，Laplace 算 子 的 特征 空间 的 直 和 在 
C™” 函数 空间 中 按 一 致 范 数 是 稠密 的 ， 所 以 为 了 证 明 Peter-Weyl 定理 只 要 证 明 
Laplace 算 子 A: C“(G) 一 C™”(G) 的 每 个 特征 函数 都 属于 表示 环 即 可 . 
由 于 G 通 过 
o(f)=fol,, oc€EG 


作用 在 G 上 的 C™ 函数 上 . 证 明 由 于 心 是 等 矩 , 所 以 这 个 作用 与 Laplace 算 子 交换 : 
Alf ol)=(Af)ol, (ceG). 
令 太 是 伴随 于 A:C™~(G) 一 C™”(G) 的 特征 值 入 的 (有 限 维 ) 特 征 空间 . 证 明 在 G 
的 作用 下 从 保持 不 变 . 于 是 令 w ,mm 是 仅 的 一 个 基 , 令 
ol(p:) = D9i(0)p;, 
i 
那么 o 一 {gy(o)} 是 G 一 Gl(n, 民 ) 的 一 个 同 态 . 证 明 这 个 同 态 是 连续 的 . 另外 再 
注意 到 
il0) = pi 0%(e) = oilo)pile， 
I 

因而 ww 属于 表示 环 . 

21. 熟悉 向 量 丛 理论 的 读者 可 能 注意 到 本 章 中 关于 Laplace-Beltrami 算 子 的 


结果 对 于 向 量 从 上 的 一 般 椭圆 算 子 也 是 有 效 的 . 下 面 概述 在 这 种 情况 下 的 结果 : 
令 E 和 下 是 可 定向 紧 流 形 M 上 的 ( 实 的 或 复 的 ) 向 量 从 . 令 C“(B) 和 Ce (站 分 
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别 表 示 E 和 下 的 光滑 截面 构成 的 向 量 空间 . 从 EE 到 下 的 一 个 ! 阶 (线性 ) 微 分 算 子 
工 是 从 C™”(E) 到 C”(F) 的 线性 映射 , 当 用 把 已 和 下 局 部 平凡 化 的 术语 表达 时 , 它 
将 产生 一 个 1 阶 的 平常 线性 偏 微分 算 子 . 如 果 算 子 工 是 局 部 椭圆 的 , 那么 它 是 椭 
圆 算 子 . 等 价 地 , 工 的 椭圆 性 也 可 以 像 在 6.36 节 那 样 用 符号 的 术语 来 定义 . 注意 到 
为 使 工 是 椭圆 的 ,，E 和 下 的 纤维 维 数 必须 相等 . 选取 纤维 为 和 忆 , 中 的 内 积 使 它 
关于 m 是 非常 光滑 的 , 并且 选 取 M 上 的 一 个 Riemann 结构 和 一 个 定向 使 得 光滑 
函数 关于 它 能 在 M 上 积分 . 通过 积分 M 上 的 纤维 内 积 , 得 到 C~(E) 和 C™”(F) 的 
内 积 . 令 L:C™~(E) 一 C”(F) 是 一 个 微分 算 子 . 证 明 二 有 一 个 形式 伴随 算 子 
矿 :C0C%(F) 一 C0”(E). 假设 工 是 椭圆 算 子 . 

(a) 证 明 kerL 和 kerL* 都 是 有 限 维 的 . 

(b) 证 明 C%”(E) 和 C™”(F) 有 下 列 正 交 直 和 分 解 : 


C™(F)= L(C™*(E))® kerL’, 
CO™%(E)= D(C™(F))@® kerL. 


22. 令 wtn =1,2,3,…) 是 平面 上 的 C” 周 期 函数 , 并 且 对 于 0<r<1/2, 它 
与 log log(/ (r+(1/7)) 一 致 , 其中,，r = Vz? 十 好 . 证明 不 存在 任何 常数 c>0 
使 得 对 所 有 nm 
le < cher 


这 说 明 在 n=2 的 情况 下 ，Sobolev 引 理 6.22 的 系 (b) 中 的 限制 条 件 t> [n /23] +1 是 
必 不 可 少 的 . 

23. 令 了 是 紧 定向 Riemann 流 形 M 上 的 Ce 函数 上 的 一 个 (线性 ) 椭 圆 算 子 . 令 
7 是 M 的 一 个 微分 同 胚 , 并 且 它 保持 M 上 的 体积 形式 . 如 果 M 上 的 Ce 函数 f 满 
足 条 件 fo7 = f， 则 称 它 在 y 下 是 不 变 的 ; 同样 若 算 子 也 对 M 上 的 所 有 C” 函数 
满足 Luo 7 = Zuo7)， 那么 我 们 说 算 子 也 在 Y 下 是 不 变 的 . 假设 工 和 上 j/ 在 7 下 
是 不 变 的 , 而 且 f 正 交 于 加 的 核 . 那么 证 明 Za 一 /有 不 变 解 必 
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补充 文献 


无 论 对 于 原版 的 参考 文献 还 是 为 Spinger 版 所 增加 的 下 列 补充 文献 ， 都 没有 追求 完备 ; 其 主要 目的 只 
是 向 读者 提供 一 些 基本 的 参考 书目 和 可 供 选择 的 原始 资料 或 补充 读物 . 关于 微分 流 形 以 及 它们 在 现代 分 析 
和 现代 几何 的 许多 方面 发 挥 作用 的 极为 广泛 的 文献 资料 都 可 以 在 上 面 所 列 出 的 Kobayashi 和 Nomizu 所 著 
的 《微分 几何 基础 》 第 二 卷 中 以 及 在 下 面 所 列 出 的 Spivak 所 著 的 《微分 几何 》 第 五 卷 中 找到 . 

关于 微分 几何 和 黎 曼 几何 的 一 个 综合 的 但 引人入胜 的 论述 , 我 向 读者 推荐 : 

Spivak, M. Differential Geometry 5 vols. Boston, Mass: Publish or Perish, Inc., 1970-1975. 

关于 流 形 的 一 个 漂亮 引 论 和 对 微分 拓扑 的 若干 中 心 课题 的 几何 论述 ,请 参看 : 

Guillemin, V., and A. Pollack. Differential Topology. Englewood Cliffs, N. J.: Prentice-Hall, Inc., 1974. 

对 于 流 形 的 一 个 简明 引 论 和 对 基础 黎 曼 儿 何 的 一 个 非常 漂亮 的 展示 由 下 书 给 出 : 

do Carmo, M. Geometria Riemanniana. Rio de Janeiro: IMPA, 1979. 

关于 装备 了 具有 任意 符号 差 的 度 规 张 量 的 光滑 流 形 ( 伪 黎 曼 流 形 ) 及 其 对 相对 论 的 应 用 的 一 个 非常 近代 
的 论述 , 请 看 : 

O'Neill, B. Semi-Riemannian Geometry. New York: Academic Press, 1983. 

看 望 研究 示 性 类 理论 的 读者 可 在 下 列 书 中 找到 极 好 的 阐述 : 

Milnor, J., and J. Stasheff. Characteristic Classes Annals of Mathematics Studies, no. 76. Princeton, N. 
J.: Princeton University Press, 1974. 

下 列 三 部 教科 书 是 关于 基本 椭圆 理论 的 相对 自封 的 论述 的 附加 资料 Griffiths/Harris 和 Wells 的 教科 
书 发 展 了 紧 复 流 形 的 Hodge 理论 . Lang 的 教科 书 则 有 一 个 关于 椭圆 型 偏 微分 方程 的 附录 , 包括 了 环 面 上 和 
Euclid 空间 中 的 正则 性 理论 . 

Griffiths, P., and J. Harris. Principles of Algebraic Geometry. New York: John Wiley & Sons, Inc 
1978. 

Lang, S. SL,(R). Reading, Mass. : Addison- Wesley, 1975. 

Wells, R. 0., Jr Differential Geometry on Compler Manifolds. Englewood Cliffs, N. J. : Prentice-Hall, 
Inc., 1973. (Graduate Texts in Mathematics, vol. 65, Springer-Verlag, New York, 1979. ) 

关于 椭圆 算 子 理论 对 分 析 与 拓扑 之 间 的 广泛 而 深刻 的 联系 的 应 用 ,请 参看 : 

Palais, R. S. Seminar on the Ativah-Singer Inder Theorem. Annals of Mathematics Studies, no. 57. 
Princeton, N. J. : Princeton University Press, 1965. 

下 书 给 出 了 二 阶 拟 线 性 椭圆 型 偏 微分 方程 的 一 般 理 论 及 所 需要 的 线性 椭圆 理论 的 系统 论述 . 

Gilbarg, D., and N. Trudinger. Elliptic Partial Differential Equations of Second Order 2nd ed. Berlin 

Heidelberg New York Tokyo: Springer-Verlag, 1983, in prep. 

(有 (1977 年 版 的 ) 中 译本 :《 二 阶 椭圆 型 偏 微 分 方程 》, 叶 其 孝 等 译 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 , 1981. ) 

关于 分 析 对 几何 问题 的 最 新 的 和 惊人 的 应 用 ， 请 参看 : 

Aubin, T. Nonlinear Analysis on Manifolds. Monge-Ampere Eguations. Grundiehren der 
mathematischen Wissenschaften, vol. 252. New York Heidelberg Berlin: Springer-Verlag, 1982. 

Yau, S-T, ed. Seminar on Differential Geometry. Annals of Mathematics Studies, no. 102. Princeton, 
N. J.: Princeton University Press, 1982. 

李 群 对 于 纤维 从 理论 和 联络 理论 是 极为 重要 的 . 关于 这 些 理论 对 研究 物理 学 中 的 规范 理论 的 若干 近代 
的 重大 应 用 , 读者 可 以 查阅 下 列 两 本 参考 书 : 

Drechsler, W., and M. E. Mayer. Fiber Bundle Technigues in Gauge Theories. Lecture Notes in 
Physics, no. 67. Berlin Heidelberg New York: Springer-Verlag, 1977. 

Bleecker, D. Gauge Theory and V ariational Principles. Reading, Mass. :Addison-Wesley, 1981. 
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a 11 [XY 1.44 
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gl(n,R) 35 P={S0;pvv} 5.6 
人 36 a(s) 5.6 
Vo,oV (oeG,V coG) 36 Bp(P) 5.6 
G. 38 se@y 5.9 
zy(0) (ca matrix) 310 Cr 5.16 
End(V), Aut(V) 3.10 di:Ce 0m 5.16 
gl(n, C), Gln,C) 3.10 Z°(C*), Br(C*), H'(C*) 5.16 
Bf,, Bi 311 co pp 5.16 
m(X,z0) 3.22 0 5.17 
expx, exp 330  % H'(M,S) 5.18 
e4 3.35 了 (8 5) 5.19 
A', A, A-! 3.37 5.22 
U(n), u(n) 3.37 Urt!, Ar(U,K) 5.26 
Sl(n,C), stl(n,C) 3.37 d: A?(U,K) = A?+!(U,K) 5.26 
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G/H 358 EM 0 
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Le 46 Si(M,G) 5.32 
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Ag 第 4 章 习题 5 61 CC 0 
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2 5.1 fug 5.44 
5。8 51 Ww Ca 
Ts VU), T'(S) 51 (六 6.8 
g(M), Ge 52 Hs(M;R) 6.14 
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=m 615 有 H,(,), 1 6.17 
De 615 下 6.17 
多 6.15 H~ 6.18 
py 615 有 6.19 
WW, yl 6.15 过 6.19 
(bp) 6.15, 6.31 L={L}, L* 6.24 
Wl 6.15 OC 6.31 
= 人) 616 COV) 6.31 
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阿 多 定理 Ado's theorem, 3.27 


标 架 场 ”Frame field, 4.10 
半 局 部 单 连通 的 ”Semi-iocally 1-connected， 
3.22 
伴随 表示 “Adjoint representation, 3.46 
彼得 - 泡 尔 不 等 式 Peter-Paul inequality， 
6.18 
彼得 -外 尔 定理 ”Peter-Weyl theorem, 第 6 
章 习 题 20 
闭 链 ， 可 微 奇 异 的 。 Cycle，differentiable 
singular, 4.16 
边缘 “Boundary 
可 微 奇 异 的 differentiable singular, 4.16 
p 维 单 形 的 ”of a p-simplex, 4.6 
波动 方程 Wave equation, 第 6 章 习 题 18 
不 变 解 Invariant solutions, 第 6 章 习 题 23 
不 变 微分 算 子 Invariant differential 
operaters, 第 6 章 习 题 23 


层 Sheaf, 5.1 

伴随 预 层 “associated presheaf, 5.6 

不 连续 截面 的 芽 层 “of germs of 
discontinuous sections, 5.22 

常 层 constant, 5.2 

Cr 函数 的 芽 层 ”of germs of C”functions, 
5.2 

单位 分 解 ”partition of unity, 5.10 

分 解 resolution, 5.19 

截面 section, 5.1 

荃 stalk, 5.1 

KK 模 层 of K-modules, 5.1 

商 层 quotient, 5.4 

投影 projection, 5.1 


同 构 isomophism, 5.4 
同 态 homomorphism, 5.4 
无 挠 层 “torsionless, 5.13 
映射 ” mapping, 5.4 
优 层 fine, 5.10 
张 量 积 tensor product, 5.9 
直 和 direct sum, 5.41 
子 层 ”subsheaf, 5.4 
层 上 同调 论 ”Sheaf cohomology theory, 5.18 
乘积 结构 ”multiplicative structure, 5.42 
存在 性 existence, 5.20 
带 支 集 的 ”with support, 5.46 
同 态 “homomorphism of, 5.21 
唯一 性 unique 5.23 
P, 4 乱 序 排列 p,q shuffle, 2.10 
差 商 Difference quotients, 6.19 
常 层 Constant sheaf, 5.2 


带 层 系数 的 上 同调 ”Cohomology with 
coefficients in sheaves 5.18 
单 参数 子 群 1-parameter subgroup, 3.29 
单 连 通 空间 ”Simply connected space, 3.22 
李 群 Lie group, 3.24, 3.27, 3.28 
单位 分 解 ”Partition of unity 
层 的 - for sheaves, 5.10 
从 属于 覆盖 的 ~ subordinate to a cover, 
1.8 
存在 性 existence, 1.11 
流 形 上 的 ~ on manifolds, 1.8 
单 形 Simplex, 4.6, 5.31 
边缘 ”boundary of, 4.6 
标准 ~ standard, 4.6 
定向 -oriented, 4.8 
可 微 奇 异 ~ differentiable singular, 4.6 
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连续 奇异 ~ continuous singular, 5.31 
面 face of, 4.6 
正则 ~ regular, 4.8 
到 内 的 映射 ”Injective mapping, 1.1 
导数 Derivative, 1.1 
李 ~ Lie, 2.24 
偏 -~ partial, 1.1 
外 ~ exterior, 2.19 
德 拉 姆 定理 de Rham theorem, 4.17, 5.36， 
5.45, 5.46 
德 拉 姆 上 同调 de Rham cohomology， 
5.35, 5.36, 第 5 章 习题 21 6.11-6.13. 
乘积 结构 “multiplicative structure, 5.42 
单位 圆周 的 ”of the unit circle, 4.14 
其 他 例子 ”other examples, 第 4 章 习题 10， 
11, 16-19 


欧 几 里 得 空间 的 ”of Euclid space, 4.18， 
第 4 章 习 题 10 
笛 卡 儿 积 ”Cartesian product 
集合 的 ~ of sets, 1.1 
流 形 的 ~ of manifolds, 1.5, 第 1 章 习题 
24 
映射 的 ~- of mappings, 1.1 


第 二 可 数 公理 ”Second axiam of countability、 
1.4, 标题 

定向 Orientation, 4.1 

独立 函数 集 ”Independent set of functions, 
1.29 

对 合 分 布 
2.30 

多 重 指标 记号 Multi-index notation，L.1， 
6.15 


Involutive distributions, 1.56, 


反 导 数 Anti-derivation, 2.11, 2.12 

反对 称 和 矩阵 Skew-symmetric matrices， 
3.37 

反 埃 尔 米 特 矩 阵 ”Skew-Hermitian matrices， 
3.37 

反 函 数 定理 “Inverse function theorem, 1.30 


范 数 Norms, 
Lb~ L,, 6.15, 6.31 
索 伯 列 夫 - Sobolev, 6.17 
泛 映 射 性 ”Universal mapping property 
外 代数 的 ~ of exterior algebra, 2.6 
仿 紧 性 ”Para compactness, 1.7 
流 形 的 ~- for manifolds, 1.9 
非 奇 异 配 对 Non-singular pairing, 2.8 
非 奇异 映射 ”Non-singular mapping, 1.22 
分 布 Distributions, 1.56 
对 合 的 (完全 可 积 的 )- involutive 
(completely integrable), 1.56 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 Frobenius theorem， 
1.60, 1.64, 2.32 
积分 流 形 “integral manifold, 1.57 
极 大 积分 流 形 maximal integral 
manifold, 1.63, 2.32 
零 化 理想 ”annihilating ideal, 2.28 
零 化 形式 annihilating forms, 2.28 
分 解 resolution, 5.19 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 ”Frobenius theorem， 
1.60, 1.64, 2.32 
经 典 的 - classical, 1.61 
覆盖 ”Cover, 1.7 
加 细 refinement, 1.7 
局 部 有 限 locally finite, 1.7 
开 覆 盖 “open, 1.7 
子 覆盖 “subcover, 1.7 
覆盖 空间 ”Covering spaces, 3.22, 第 3 章 习 
题 7 
覆盖 covering, 3.22 
基 base, 3.22 
均匀 覆盖 集 evenly covered set, 3.22 
由 李 群 同 态 得 出 的 。 from Lie group 
homomorphism, 3.25 
复 解 析 结 构 Complex analytic structure, 
1.4 
复 流 形 Complex manifold, 1.4, 1.5 
傅 里 时 级 数 ”Fourier series, 6.16 
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复 n 维 空间 Complex n-space, 1.1, 1.5 
复 投影 空间 “Complex projective space, 3.65 
复数 域 Complex number field, 1.1, 3.3 
复 一 般 线性 群 ”Complex general linear 
group, 3.10 
极 分 解 ”polar decomposition, 第 3 章 习 
题 24 
连通 性 ”connectedness, 第 3 章 习题 25 
指数 映射 、exponential map, 3.35, 第 3 章 
习题 14, 15, 22 
子 群 subgroups, 3 .37 
复 正 交 群 “Complex orthogonal group, 3.37 


格拉 斯 曼 流 形 Grassmann manifold, 3.65 
格林 恒等式 ”Green's identities, 第 4 章 习 题 5 
格林 算 子 Green’s operator, 6.11 
公理 化 层 上 同调 ”Axiomatic sheaf cohomology， 
单元 标题 
乘积 结构 ”multicative structure, 单元 标 
题 
带 支 集 的 ”with supports, 5.46 
光滑 (C™ 类 ) Smooth(class C™),1.4 


函数 Function, 1.1 


独立 ~ independent, 1.29 
分 量 ~ component, 1.1, 1.2 
坐标 ~ coordinate, 1.1, 1.3 


函数 葬 ”Germ of a function, 1.13 

行列 式 ”Determinants, 第 2 章 习题 12 

恒 等 映 射 、Identity map, 1.1 

环 面 Torus, 第 1 章 习 题 21, 3.3, 第 3 章 习 
题 18 

环 面 上 的 交错 线 ”Skew line on torus, 第 1 
章 习 题 21 

和 霍 奇 分 解 定 理 ”Hodge decomposition 


theorem, 6.8 


积分 “Integration, 单元 标题 


定向 流 形 上 的 ~ 
4.8 
黎 曼 流 形 上 的 ~ 
4.10 
李 群 上 的 ~ on Lie group, 4.11 
链 上 的 - over chains, 4.6 
欧 几 里 得 空间 中 的 ~ in Euclid space, 4.4 
欧 几 里 得 空间 中 n 次 形式 的 ~ 
in Euclidean space, 4.5 
积分 流 形 “Integral manifold, 1.57, 2.31 
极 大 ~ maximal, 1.63, 2.31 
积分 曲线 Integral curve, 1.46 
积 流 形 Product manifold, 1.5, 第 1 章 习 题 
24 
基本 不 等 式 Fundamental inequality, 6.29 
基本 群 Fundamental group, 3.22 
极 大 积分 流 形 Maximal integral manifold， 
1.63, 2.31 
极 分 解 ”Polar decomposition, 3.68, 第 3 章 
习题 23, 24 
合 记号 ”Set notation, 1.1 
嘉 当 引 理 ”Cartan lemma, 第 2 章 习题 16 
交错 多 重 线性 映射 Alternating multilinear 
map, 2.5 
交换 图 表 Commutative diagram, 1.1 
经 典 上 同调 论 ( 见 上 同调 论 ) Classical 
cohomology theories(See Cohomology 
theories) 
局 部 欧 几 里 得 空间 ”Locally Euclidean space) 
1.3 
不 带 可 微 结构 的 ~ 
structure, 1.28 
带 有 互 不 微分 同 胚 的 结构 的 - ”with 
non-differentiable structures, 1.28 
矩阵 Matrices，1.5，3.3，3.5，3.10，3.37， 
3.65-3.68, 第 3 章 习题 25 
极 分 解 ”polar decomposition，3.68, 第 3 
章 习题 23, 24 
正定 ~ positive define, 3.68 


on oriented manifolds, 


on Riemannion manifolds, 


of mform 


with no differentiable 
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指数 映射 exponential map, 3.35, 第 3 章 
习题 10, 14, 15, 22 


克 罗 内 克 指 标 Kronecker index, 1.1 
柯 西 - 黎 曼 算 子 Cauchy-Riemann operator， 
第 6 章 习 题 15 
可 迁 作用 Transitive action, 3.61 
可 数 性 , 第 二 可 数 公 理 Countability, second 
axiom of, 1.4, 单元 标题 
可 微 的 (又 见 C* 类 ) Differentiable，(see 
also Class CT ), 1.4 
可 微 结构 ”Differentiable structure, 1.2-1.4 
.C* 类 的 of class C*, 1.2, 1.4 
Cr" 类 的 “of class C", 1.2~1.4 
复 解析 的 complex analytic, 1.4 
解析 类 的 ”of class C®, 1.4 
可 微 流 形 (又 见 流 形 ) Differentiable 
manifold (see also manifold), 1.4 
可 微 奇 异 上 同调 ”Differentiable singular 
cohomology, 5.31, 5.35~5.37, 6.14 
乘积 结构 “multiplicative structure, 5.44 
带 支 集 的 ~ with supports, 5.46 


拉 普 拉 斯 -贝尔 特 拉 米 算 子 Laplace-Beltrami 
operator, 6.1 
符号 ”symbol 6.36 
欧 几 里 得 空间 中 的 ~ in Euclidean space， 
第 4 章 习 题 5, 第 6 章 习 题 6 
特征 值 eigenvalues, 第 6 章 习题 16 
椭圆 性 ”ellipticity, 6.35 
拉 普 拉 斯 算 子 Laplacian, 第 4 章 习 题 5, 6.1 
黎 曼 结构 ”Riemann structure, 第 1 章 习题 
23 
黎 曼 流 形 Riemann manifold, 第 1 章 习 题 
23, 第 6 章 引言 
积分 integration on, 4.10 
体积 volume, 4.10 
体积 形式 ”volume form, 4.10, 第 4 章 习 
题 6, 20 


李 代数 ”Lie algebra, 1.45, 3.4, 3.5 
表示 representation, 3.13 
交换 的 ”abelian, 3.5 
李 群 的 of Lie group, 3.8 
nxnn 和 矩阵 的 ”of nx n matrices, 3.5, 3.10， 
3.37 
同 构 isomorphism, 3.13, 3.14 
同 态 homomorphism, 3.13, 3.14 
中 心 center, 3.49, 3.50 
李 导 数 ”Lie derivative, 单元 标题 , 2.24 
微分 形式 的 -~ of differential form, 2.24 
向 量 场 的 ~- of vector fields, 2.24 
李 括 号 Lie bracket, 1.44, 第 2 章 习 题 6, 3.4 
作为 李 导数 as Lie derivative, 2.25 
李 群 ”Lie group, 3.1 
伴随 表示 adjoint representation, 3.46 
闭 子 群 closed subgroup, 3.17, 单元 标题 ， 
第 3 章 习题 17 
闭 子 群 拓扑 、 closed subgroup topology， 
3.21 
表示 representation, 3.13, 4.12 
单 参数 子 群 1-parameter subgroup, 3.29 
单 连通 的 ”simply connected, 3.27, 3.28 
单 连通 覆盖 群 
covering group, 3.24-3.26 
单位 分 支 identity component, 3.2 
单位 元 identity element, 3.1 
第 二 可 数 性 ”second countability, 3.2 
定向 ”orientation, 4.3 
积 products of 3.3 
基本 群 fundamental group, 第 3 章 习题 
12 
交换 ~ abelian, 3.50, 第 3 章 习 题 18 
结构 常数 “structual constants, 3.12 
李 代数 Lie algebra of, 3.8 
李 群 的 子 群 和 李 代 数 的 子 代数 之 间 的 关系 
relation between subgroup and 
subalgebra of the Lie algebra, 3.19, 3.34 
李子 群 ”Lie subgroup of, 3.17 


simply connected 
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例子 Examples, 3.3, 3.10, 3.37 
连通 性 connectivity, 3.36 
连续 同 态 。 continuous homomorphism， 
3.38-3.39 
双 不 变 的 度量 “bi-invariant matric, 第 4 
章 习 题 9 
同 态 “homomorphism, 3.13 
么 模 的 ”unimodular, 4.11 
右 不 变 向 量 场 right invariant vector 
fields, 第 3 章 习 题 16 
右 平移 right translation, 3.6 
与 单 连通 域 的 同 态 homomorphism with 
simply connected domain, 3.27 
与 每 个 李 代数 相伴 的 。 associated with 
each Lie algebla, 3.27, 3.52 
在 流 形 上 的 作用 action on manifolds, 
3.44-3.46, 3.61, 3.62 
正规 子 群 ”normal subgroup, 3.48 
指数 映射 ”exponential map, 3.30 
忠实 表示 faithful representation, 3.27 
中 心 center, 3.49 
子 群 ( 见 李 子 群 ) subgroup(see Lie 
subgroup) 
自 同 构 ”automorphism, 3.13 
自 同 构 群 automorphism group, 3.57, 第 
3 章 习 题 20 
左 不 变 向 量 场 left invariant vector fields， 
3.6 
左 不 变形 式 left invariant forms, 3.11 
左 平移 left translation, 3.6 
李 群 的 表示 。 Representation of Lie groups， 
3.13 
李 群 的 作用 Action of Lie groups，3.44， 
3.61 
李 群 的 有 效 作用 ”Effective action of a Lie 
group, 3.61 
李子 群 ”Lie subgroup, 3.17 
闭 ~ closed, 3.17, 3.42, 第 3 章 习 题 17 


闭 子 群 拓扑 closed subgroup topology， 
3.21 
等 价 性 equivalence of, 3.17, 3.20 
正规 - normal, 3.48 
单 参数 - 1-parameter, 3.29 
李子 群 和 李 代 数 的 子 代数 之 间 的 关系 
relation between Lie subgroup and 
subalgebra of the Lie algebra, 3.19, 3.34 
唯一 性 uniqueness of, 3.17, 3.20 
立体 坐标 系 ”cubic coordinate system, 1.3 
链 Chain, 4.6 
邻 域 Neighborhood, 1.1 
零 迹 和 矩阵 Trace 0 matrices, 3.37 
流 形 manifolds, 1.4 
第 二 可 数 性 公理 second axiom of 
countability, 1.4， 单 元 标题 
仿 紧 性 ”paracompactness, 1.8, 1.9 
分 布 或 微分 理想 的 积分 integral of a 
distribution or differential ideal, 
1.57-1.60, 2.30, 2.31 
开 子 流 形 ”open submanifold, 1.5 
积 流 形 product manifold, 1.5, 第 1 章 习 
题 24 
可 定向 的 ”orientable, 4.1 
可 度量 性 ”metrizability, 1.7 前 的 引言 
黎 曼 流 形 ”Riemannian, 第 1 章 习题 23， 
4.10, 第 6 章 引言 
片 slices, 1.34 
齐 性 流 形 ”homogeneous, 单元 标题 
积分 integration on, 单元 标题 
子 流 形 submanifold, 1.27, 1.33, 单元 标 
题 
最 大 积分 流 形 maximal integral，1.63， 
2.31 
流行 结构 Manifold structure, 1.4 


满 映射 ”Surjective mapping, 1.1 


毛 瑞 尔 - 嘉 当 形 式 Maurer-Cartan form， 
3.11 
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迷 向 群 Isotropy group, 3.61 
摩天 层 Skyscraper sheaf, 5.11 
模 函数 Modular function, 4.11 


内 乘 ”Interior multiplication, 2.11 
乘 以 向 量 场 by vector field, 2.21 


欧 几 里 得 空间 ”Euclidean space, 1.1 
标准 定向 Standard orientation, 4.3 
-的 德 拉 姆 上 同调 de Rham cohomology 
of, 4.18, 第 4 章 习题 10 
~ 上 的 积分 integration on, 4.4 
作为 李 群 的 - as a Lie group, 3.3 
欧 几 里 得 空间 中 的 球 Ball in Euclidean 
space, 1.1 
欧 几 里 得 空间 中 的 立方 体 Cube in Euclidean 
space, 1.1 
欧 几 里 得 空间 的 坐标 函数 Coordinate 


function on Euclidean space, 1.1 


庞 加 莱 对 偶 Poincaré duality, 6.13 
庞 加 莱 引 理 Poincaré lemma, 4.18 
配对 Pairing, 2.7 

片 Slices, 1.44 

偏 导数 ”Partial derivatives, 1.1 


齐 性 流 形 ”Homogeneous manifolds, 单元 标 
题 , 3.65 
奇异 上 同调 ”Singular cohomology, 小 标题 ， 
5.34, 第 5 章 习题 19 
带 支 集 的 ~ ”with supports, 5.46 
乘积 结构 ”multiplicative structure, 5.43 
嵌 人 Imbeding, 1.27 
切 从 Tangent bundle, 1.25 
切 赫 上 同调 ”Cech cohomology, 小 标题 ， 
5.33 
带 支 集 的 ~ with supports, 5.46 
切 空间 Tangent space, 1.14 
切 向 量 Tangent vector, 1.14 


高 阶 ~ bhigher order, 1.26 
曲线 的 ~ to curves, 1.23 
坐标 系 的 “from coordinate system, 1.19， 
1.20 
浸入 Immersion, 1.27 
球面 ”Sphere, 1.5, 1.40 
~ 的 德 拉 姆 上 同调 de Rham cohomology 
of, 4.14, 第 4 章 习题 16, 17 
定向 orientation, 4.3 
作为 齐 性 流 形 as homogeneous manifold， 
3.65 
曲线 Curve, 1.23 
[a, 上 的 光滑 ~ smooth on [a, 9], 1.41 
分 段 光 滑 -~ piecewise smooth, 1.41 
积分 曲线 integral, 1.46 
切 向 量 tangent vector to, 1.23 


瑞 里 赫 引 理 Rellich lemma, 6.23 
弱 解 Weak solution, 6.4 


散 度 定理 ”Divergence theorem, 4.10, 第 4 
章 习 题 4 
商 层 Quatient sheaf, 5.4 
上 链 复 形 “Cochain complex, 5.16 
上 闭 链 cocycles, 5.16 
上 边缘 ”coboundaries, 5.16 
上 边缘 算 子 coboundary operator, 5.16 
上 同调 cohomology of, 5.16 
张 量 积 tensor product of, 5.39 
上 链 映射 ”Cochain map, 5.16 
上 同调 论 Cohomology theories 
亚历山大 -斯 潘 尼 尔 - Alexander-Spanier， 
小 标题 , 5.46 
德 拉 姆 ~- de Rham, 单元 标题 , 5.36~5.38， 
5.43~5.46, 第 5 章 习题 21, 6.11~6.14 
可 微 奇 异 ~ differentiable singular, 5.31, 
5.34~5.38, 5.44~5.46 
奇异 ~ singular, 小 标题 , 5.34, 5.44~5.46， 
第 5 章 习题 19 
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切 赫 ~ Cech, 5.46, 小 标题 

施 瓦 效 不 等 式 ”Schwartz inequality, 6.18 

实 可 微 奇异 同调 Real differentiable singular 
homology, 4.16, 5.37 

实 连续 奇异 同调 ”Real continuous singular 
homology, 6.14 

实 投影 空间 ”Real projective space, 3.65 

定向 “orientation, 4.3, 第 4 章 习题 2 

实 特殊 线性 群 ”Real special linear group, 
3.37 

双 线 性 形式 及 其 自 同 构 和 导数 Bilinear 
forms, automorphisms and derivations 
of, 3.55 

双 线 性 运算 及 其 自 同 构 和 导数 Bilinear 
operations, automorphisms and 
derivations of, 3.53 

斯 蒂 弗 尔 流 形 Stiefel manifold, 3.65 

斯 托 克 斯 定理 Stokes” theorem，4.7，4.9， 
4.10 

索 伯 列 夫 空间 ”Sobolev space, 6.17 

索 伯 列 夫 引 理 ”Sobolev lemma, 6.22, 第 6 
章 习题 22 


特殊 线性 群 ”Special linear group, 3.37 

特殊 西 群 ”Special unitary group, 3.37, 3.67 

特殊 正 交 群 ”Special orthogonal group, 3.37， 
3.67 

梯度 Gradient, 4.10 

提升 Lifting, 1.42 

体积 Volume, 4.10 

体积 形式 ”Volume form, 4.10, 第 4 章 习题 
6, 20 

调和 函数 Harmonic function, 6.3 

调和 形式 Harmonic form, 6.7 

同调 “Homology 


实 连续 奇异 - real continuous singular, 
6.14 

实 可 微 奇异 - real differentiable singular， 
4.16, 5.37 


同 伦 算 子 Homotopy operator，4.19，5.29， 
5.31-5.33 
同 态 Homomorphism 


层 上 同调 论 的 ~ of sheaf cohomology 
theories, 5.21 
李 代 数 - Lie algebra, 3.13 


李 群 ~ Lie group, 3.13 

拓扑 群 “Topological group, 3.41 

椭圆 方程 简单 例子 Elliptic equation, simple 

example, 第 6 章 习 题 9 

椭圆 算 子 ”Elliptic operator, 6.28 

不 变 解 invariant solutions, 第 6 章 习题 
23 

基本 不 等 式 fundamental inequality， 
6.29 

向 量 从 上 的 ~ 
习题 21 


on vector bundles, 第 6 章 


外 代数 ”Exterior algebra, 2.4 
导数 derivations, 2.11 
对 偶 性 dualities, 2.6 
反 导 数 anti-derivations, 2.11 
泛 映 射 性 universal mapping property， 
2.6 
大 次 自 同 态 endomorphisms of degree 心 
2.11 
内 积 interior product, 2.11 
~ 上 的 内 积 interior product on, 第 2 章 
习题 13 
星 算 子 “star operator, 第 2 章 习 题 13 
外 代数 从 Exterior algebla bundle, 2.14 
外 导数 Exterior derivative, 2.19 
外 积 ( 棉 积 ) ”Exterior(wedge) product，2.4， 
2.10 
外 大 从 “Exterior bundle, 2.14 
完全 可 积分 布 Complitely integrable 
distribution, 1.56 
微分 Differential 
高 阶 ~ higher order, 1.26 
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函数 的 ~ of a function, 1.22, 1.23 

映射 的 ~- of a map, 1.22 

坐标 函数 的 ~ of coordinate functions, 
1.23 


微分 理想 ”Differential ideal, 2.29, 2.30 


积分 流 形 “integral manifold, 2.31 
极 大 积分 流 形 maximal integral 


manifold, 2.31 
微分 算 子 的 符号 ”Symbol of a differential 
operator, 6.36 
微分 同 胚 Diffeomorphism, 1.27, 1.28 
微分 形式 ”Differential forms, 单元 标题 ， 
2.15 
闭 的 ”closed, 4.13 
德 拉 姆 上 同调 de Rham cohomology， 
4.17, 标题 , 5.35, 5.43, 5.46, 6.11~6.13 
独立 1 形式 independent 1-form, 2.27， 
2.28 
李 导 数 Lie derivative, 2.24 
毛 瑞 尔 - 嘉 当 形 式 Maurer-Cartan forms， 
3.11 
恰当 的 ”exact, 4.13 
外 导数 ”exterior derivative, 2.19 
微分 理想 ”differential ideal, 2.29, 2.30 
以 向 量 场 内 乘 interior multiplication by 
vector fields, 2.21 
映射 的 效应 effect of mappings, 2.22 
周期 ”periods, 4.17 
左 不 变 的 “left invariant, 3.11 
微 积分 基本 定理 Fundamental Theorem of 
Calculus, 4.6 
无 挠 分 解 “Torsionless resolusion, 5.19 


希 尔 伯 特 第 五 问题 Hilbert's Fifth Problem, 
3.41 

线性 迷 向 群 ”Linear isotropy group, 3.61 

线性 微分 算 子 ”Linear differential operator, 
6.24 

向 量 场 ”Vector fields, 1.42 


单 参数 群 1-parameter group, 1.49 
积分 曲线 integral curves, 1.46 
局 部 C" 扩 张 local C”extension, 1.52 
局 部 单 参数 群 local 1-parameter group， 
1.49 
李 导 数 Lie derivative, 2.24 
李 括 号 Lie bracket, 1.44 
完备 的 ”complete, 1.49 
沿 曲 线 的 ”along a curve, 4.42 
沿 映射 的 along a mapping, 1.51 
左 不 变 的 “left invariant, 3.6 
作为 到 T(M) 中 的 提升 as lifting into 
T(M), 1.42 
作用 在 函数 上 的 ”acting on functions, 
1.42 
9 相关 的 ”grelated, 1.54 
向 量 场 的 单 参数 群 ”1-parameter group of a 
vector field, 1.49. 
向 量 场 的 局 部 单 参数 群 Local 1-parameter 
group of a vector field, 1.49 
向 量 场 的 扩张 ”Extension of vector field， 
1.51, 1.52 
向 量 场 的 散 度 ”Divergence of a vector field， 
4.10 
向 量 空间 Vector space 
定向 orientation, 第 3 章 习 题 13 
作为 流 形 as a manifold, 1.5, 3.9 
横 积 (外 积 ) Wedge (exterior) product, 2.4， 
2.10 
星 算 子 “Star operator, 第 2 章 习 题 13, 6.1 
形式 ( 见 微分 形式 ) Forms，see Differential 
forms 
形式 伴随 算 子 “Formal adjoint, 6.24 
形式 的 周期 Periods of forms, 4.17, 第 5 章 
习题 21 


亚历山大 -斯 潘 尼 尔 上 同调 ”Alexander- 
Spanier cohomology, 小 标题 
雅 可 比 行列 式 Jacobian, 1.23 


中 、 英 文 对 照 索引 “271 


雅 可 比 恒等式 ”Jacobi identity, 1.45, 3.4 
一 般 线性 群 ”General linear group, 1.5, 3.3， 
3.10 
分 支 “components, 3.68 
极 分 解 ”polar decomposition, 3.68, 第 3 
章 习 题 23 
指数 映射 ”exponential map, 3.35, 第 3 章 
习题 10 
子 群 subgroup, 3.37 
又 见 复 一 般 线 性 群 See also Complex 
general linear group 
隐 函 数 定理 ”Implicit function theorem, 单 
元 标题 , 1.37 
经 典 - classical, 1.37 
映射 ”Mappings 
到 上 的 -( 满 射 ) onto (surjective), 1.1 
笛 卡 儿 积 cartesion product of, 1.1 
非 奇 异 的 ”non-singular, 1.22 
复合 composition, 1.1 
函数 function, 1.1 
恒 等 ~ identity, 1.1 
交换 图 表 commutative diagram, 1.1 
能 人 imbedding, 1.27 
温和 immersion, 1.27 
通过 子 流 形 分 解 factoring through 
submanifold, 1.31, 1.32, 1.62 
微分 同 胚 ”diffeomorphism, 1.27 
限制 ”restriction, 1.1 
子 流 形 submanifold, 1.27 
一 一 映射 (内 射 ) one-to-one (injective)， 
1.1 
映射 的 复合 Composition of mappings, 1.1 
映射 的 图 Graph of a map, 2.33 
作为 积分 流 形 as integral manifold, 2.33 
优 分 解 fine resolution, 5.19 
西 群 Unitary group, 3.37, 3.67, 第 3 章 习 题 
21 
右 不 变 向 量 场 ”Right invariant vector field， 
第 3 章 习 题 16 


右 平移 ”Right translation, 3.6 
余 标 架 场 ”Coframe field, 4.10 
余 切 从 ”Cotangent bundle, 1.25 
预 层 Presheaf, 5.5 

伴随 层 assosiated sheaf, 5.6 

同 构 isomorphism, 5.5 

同 态 homomorphism, 5.5 

完备 的 ”complete, 5.7 

张 量 积 tensor product, 5.9 


张 量 Tensors, 2.2, 2.3 
可 分 的 ”decomposable, 2.3 
齐 次 的 ”homogeneous, 2.3 
(nm s) 型 的 ”type (7, 3s), 2.3 
张 量 场 ”Tensor field, 2.15 
李 导 数 ”Lie derivative, 2.24 
张 量 代数 Tensor algebra, 2.3 
对 偶 性 dualities, 2.6 
张 量 积 Tensor product 
层 的 ~ of sheaves, 5.9 
泛 映 射 性 universal mapping property， 
2.2 
分 解 的 - of resolutions, 5.41 
K 模 的 ~ of K-modules, 5.9 
上 链 复 形 的 ~ of cochain complexes, 5.39 
向 量 空间 的 ~ of vector spaces, 2.1~2.3 
预 层 的 ~ of presheaves, 5.9 
正 合 序 列 Exact sequences, 5.4 
正 交 群 “Orthogonal group, 1.4, 3.37, 3.57， 
3.65-3.67 
分 支 ”components, 3.67 
正则 区 域 ”Regular domain, 4.8 
正则 性 定理 Regularity theorem, 6.5, 6.30， 
6.32, 第 6 章 习 题 14 
支 集 Support 
层 同 态 的 ~ 
5.10 
函数 的 ~ of a function, 1.1 
支 集 族 family of supports, 5.46 


of a sheaf homomorphism, 
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指数 映射 ”Exponential map， 单元 标题 ， 
3.30 
一 般 线性 群 的 ~- for general linear group， 
3.35, 第 3 章 习题 10, 14, 15, 22 
子 群 与 子 代 数 之 间 的 关系 relation between 
subgroup and subalgebra, 3.34 
置换 的 符号 sgn of a permutation, 2.5 
周期 广义 函数 ”Periodic distribution, 第 6 
章 习 题 11 
周期 函数 ”Periodic function, 6.15 
范 数 norms on, 6.15 
周期 微分 算 子 Periodic differential 
operator, 6.24 
支 集 support of, 6.31 
子 流 形 Submanifolds, 单元 标题 
等 价 性 ”equivalence of, 1.33 
分 解 映射 、factoring maps through, 1.31, 
1.32, 1.62 
拓扑 结构 和 可 微 结构 topology and 
differentiable structure, 1.33 
唯一 性 ”uniqueness, 1.33 
作为 片 as slices, 1.34-1.36 
作为 子 集 as subset, 1.33 
Cr 函数 CY function on, 1.35 
子 流 形 的 等 价 性 Eaquivalence of 
submanifolds, 1.33 


左 不 变 向 量 场 Left invariant vector fields, 
3.6 
完备 性 ”completeness, 3.31 
左 不 变形 式 Left invariant forms, 3.11, 3.12， 
3.15 
左 乘 (法 ) Left multiplication, 2.11 
左 平移 ”Left translation, 3.6 
坐标 函数 ”Coordinate functions, 1.3 
坐标 系 ”Coordinate system, 1.3 
立方 体 ~ cubic, 1.3 
片 slice of, 1.34 
中 心 - centered, 1.3 
坐标 映射 ”Coordinate map, 1.3 


Ct 类 Class C* ,1.3,1.4 
Cr 类 Class C™ 
可 微 流 形 differentiable manifold, 1.4 
欧 几 里 得 空间 上 的 函数 function on 
Euclidean space, 1.3 
~ 映射 、mapping, 1.6 
K 模 K-modules, 5.1 
方向 极限 direct limet, 5.6 
无 挠 的 ”torsionless, 5.13, 5.40 
张 量 积 tensor product, 5.9 
闷 范 数 ” 疡 norm, 6.15, 6.31 
(nm s) 型 张 量 从 Tensor bundle of type (7, 9)， 
2.14 
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